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1. Einleitung

Ein Ziel dieser BLL (Besondere Lernleistung) ist es, ausgehend von Newtons
Universellem Gravitationsgesetz, die Bewegung eines Korpers (in einem
radialsymmetrischen Gravitationsfeld) (2.) und die Bewegung zweier Kérper (3.)
maoglichst erschopfend herzuleiten. Dabei werden besonders die eindimensionalen
Spezialfalle (2.3. und 3.3.) betrachtet.

Die Untersuchung von Problemen mit 3 oder mehr Korpern erfolgt in Kapitel 4.
Dieses Kapitel entspricht gré3tenteils einer Jugend forscht - Arbeit, die ich zum
Thema ,Numerische Losung von Mehrkdrperproblemen® angefertigt habe (#Q1).
Das Ziel dieses Teils der BLL ist einerseits die computergestitzte Berechnung der
Bewegung von n Korpern unter dem Einfluss der Gravitation, andererseits die
visuelle Darstellung der berechneten Daten.
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Daraus ergeben sich die folgenden Fragestellungen:

- Wie muss ein Computerprogramm beschaffen sein, das den gestellten
Anforderungen genugt?

- Wie kann man die Genauigkeit der berechneten Ergebnisse Uberprifen?

- Mit welchen Methoden kann man die Rechengenauigkeit erhbhen?

Diese werden in Kapitel 4 eingehend behandelt.

1.1. Form

Zu formalen Gestaltung dieser Arbeit:

Verweise auf Quellen haben die Form #Qx.

Die Bezeichnung fur Grafiken und Diagramme lautet #Gx.

Tabellen werden mit #Tx bezeichnet.

Gleichungen werden entsprechend #Ex numeriert (von engl. equation).

Dabei werden die Verweise nach folgenden Schemata gebildet:

1. global: x wird aus der Kapitelnummer und aus der kapitelinternen
Bezeichnungsnummer gebildet (ein Verweis auf Gleichung 3 in Kapitel 2.3.1. wirde
#E2.3.1.3 lauten)

2. lokal (im gleichen Kapitel): x ist gleich der kapitelinternen Bezeichnungsnummer
(ein Verweis auf Gleichung 3 im gleichen Kapitel wiirde #E3 lauten)

I bezeichnet einen Radiusvektor.

vV bezeichnet einen Geschwindigkeitsvektor.
a bezeichnet einen Beschleunigungsvektor.
F b

ezeichnet einen Kraftvektor.

(Bei der Behandlung der eindimensionalen Spezialfalle werden die Vektorpfeile
weggelassen. Weiterhin sind die Gleichungen am Ende der entsprechenden Kapitel
kaum optimiert.)

m, ist die Masse des Korpers a. Gleiches gilt auch fur die anderen Eigenschaften
eines Korpers.

r, ist der Vektor von a nach b, also gilt:

HEL T, =T T,

1.2. Gravitation

Laut Newtons universellem Gravitationsgesetz gilt:

—

HEL F=-G*m*M*—

i

|3
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(G ist die Gravitationskonstante; G=6,672*10" m3 kg™ s?)
Laut dem zweiten Newtonschen Gesetz gilt:

#E2: F=m*a

daraus folgt:

—

HE3: A=-G*M*—

|3

!

2
da #E4: a:‘;T; folgt:

—

#E5: f=-G*M*

|3

=l

Bei 2 Kdorpern a und b wirkt also auf a die Kraft:

#E6: F :—G*ma*mo*—rba

7o I

wegen #E1.1.1 folgt:
R F'a _Fb
HE7. F=-G*m *m * —*——
|ra Iy |

die entsprechende Beschleunigung ist:

|

V| =

HES: fa=—G*mo*| ;

-

a_rb
a_rb

Da sich bei mehreren Korpern die Krafte und somit auch die Beschleunigungen
vektoriell addieren, folgt fiir jeden der n Kérper:

i

#EQ:?.':—G*n o fiir j ungleich i
l ]ZEWWJ mlga | fur j ung

also:
#E10: T =-G* ZEHJ * f _fi . E | fur j ungleich i
1= |ri - rj |
dabei ist ﬁ die Gesamtbeschleunigung des Kérpers i | i O0{1..n}
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2. Das Einkorperproblem (in einem radialsymmetrischen Gravitationsfeld)

Wenn nur ein Korper vorhanden ist und keine Krafte auf ihn einwirken, ist die L6sung
des Problems trivial. Da keine Kraft wirkt (| F |= 0), ist laut #£1.2.2 auch keine
Beschleunigung vorhanden:

#E1: |[F|=0
Wenn wir #E1 nach der Zeit integrieren, erhalten wir:
#E2: |T |= const

Der Korper bewegt sich also mit konstanter Geschwindigkeit entlang einer Geraden
(oder er verharrt bei |V |- 0 am Ausgangspunkt).

Nun wollen wir die Bewegung eines Koérpers in einem radialsymmetrischen
Gravitationsfeld betrachten. Dies ist ein Spezialfall eines Zweikdrperproblems, wobei
die Masse des einen Korpers gegeniber der des anderen Korpers vernachlassigbar
klein ist. Das ist in guter Naherung bei der Bewegung eines Planeten um die Sonne
der Fall:

2.1. Keplergesetze und Herleitung

Der Mathematiker und Astronom Johannes Kepler stellte die folgenden, nach ihm
benannten, Gesetze der Planetenbewegung auf:

Erstes Kepler-Gesetz: Trabanten bewegen sich auf Ellipsen, in deren einem
Brennpunkt der Zentralkdrper steht.

Zweites Kepler-Gesetz: Der vom Zentralkérper zum Trabanten gezogene
Fahrstrahl Gberstreicht in gleichen Zeiten gleiche Flachen.

Drittes Kepler-Gesetz: Die Quadrate der Umlaufzeiten T, und T, zweier

Trabanten um den gleichen Zentralkérper verhalten sich wie die dritten Potenzen

der groRen Halbachsen a, und a,:
2 3 3
LI oder a_2 =C
T

T, a°

Im Folgenden wollen wir die Kepler-Gesetze mit Hilfe von Newtons universellem
Gravitationsgesetz (siehe 1.2.) herleiten:
(Diese Herleitung erfolgt in Anlehnung an #Q2, S. 216ff.)

Wir benutzen sogenannte Polarkoordinaten. Dabei gibt man den Abstand r =|T |
eines Punktes vom Ursprung an und den Winkel ¢ , den der Abstandsvektor I mit
der x- Achse einschliel3t (siehe #G1).

5/87



Polarkoordinaten lassen sich leicht in rechtwinklige Koordinaten Ubertragen, da sich
folgende Gleichungen aus einfachen trigonometrischen Beziehungen ergeben:

#E1: x=| T |* cos¢
und

#E2: y=|r|*sing

y AN

Ay

[#G1]

Die Kraft, die zwischen einem Planeten (m) und der Sonne (M) wirkt, ist gegeben
durch:
HE3: F=-G*m*M*

|3

—

Die entsprechende Beschleunigung ist:
HEA F=-G*M*

|3

=

Und als Betrag:

HES: |F|=-G* M * —

|F

Wir fuhren nun ein ebenes Koordinatensystem ein, in dessen Ursprung sich die
Sonne befindet. Laut #E1 und #E2 sind die Beschleunigungskomponenten:

*
#EG6: X = _Claﬁlll/l * cos¢
r
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und

G*M , .
- *sing

HET: =~

—

||
Mit Hilfe von #E1 und #E2 erhalt man:
#E8: x* y—-y*X=0

Wenn wir #E8 nach der Zeit integrieren, erhalten wir (mit E als
Integrationskonstante):

#E9: x* y-y*X=E

Wir setzen E =2* A:
#E10: x* y—y*x=2* A
#E11: A:%*(x*y—y* X)

Wie Einschub 1 zeigt, ist #E11 gleichbedeutend mit dem Flachensatz (da dieser
Ausdruck konstant ist).
Damit haben wir das zweite Kepler-Gesetz hergeleitet.

r
Einschub 1:

Laut der Dreiecksformel der analytischen Geometrie (#Q3, S. 171) gilt:
1
#E12: AA= E* [(Xl - Xz)* (y1 + Y2)+ (Xz - Xs)* (yz + Y3)+ (Xs - Xl)* (Y3 + yl)]

In unserem Fall hat das Dreieck die Eckpunkte P(0]0), Q(x|y) und
Q(x+Ax|y+Ay) (Ax ist die wahrend At in x-Richtung zurtickgelegte Strecke,
Ay ist die wahrend At in y-Richtung zuriickgelegte Strecke) (siehe #G1):

#E13: AA= %* [(= %)% (y)+ (x = x = Ax)* (y + y + Ay) + (x + Ax)* (y + Ay)]
#E14. AA:%*[— X*y=2* y* AX—AX* Ay + X* y+ X* Ay + y*Ax+Ax*Ay]

#E15: AA= %* (x* Ay - y* AX)
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Jetzt dividieren wir #E16 durch die Zeit At, die der Planet braucht, um von Q
nach R zu kommen:

AA 1 Ay AX
#E16: — = —*[X* ——-y* —
At 2 Q( At Y At@

Jetzt bilden wir den Grenzwert von #E16 fur At gegen O:

T AY~ W | Ay AxQ 1 . .
#EL17: A=lim—=Ilim=*[X*—=-y* —[==*(X*y-y* X
60 At =02 Q( At Y At@ 2 ( =y )

(A ist die Flachengeschwindigkeit)

Wenn
#E18: A= %* (x* y—y*x)

konstant ist, ist der Flachensatz erfiillt.

Jetzt rechnen wir #E18 in Polarkoordinaten um:

Zuerst leiten wir #E1 und #E2 nach der Zeit ab und erhalten:
#E19: X =|F |*cos ¢ — |F |*¢ * sin ¢
und
#E20: y=|F |*sing+|F |*¢ * cos¢
#E1, #E2, #E19 und #E20 in #E18
HE21: A:%*hﬂ*cosgb*0?|*sin¢+|F|*¢*cos¢)—|F|*sin¢*Qf'l*cos¢—|F|*¢*sin¢)]
#E22: A=%*(|r|*cos¢*|r|*¢*cos¢+|r|*sin¢*|r|*¢*sin¢)
A _1* 212 %A % 2 P2
#E23: A—E [T |"*¢*|cos"¢ +sin“¢
da cos’¢ +sin’¢ =1 folgt:
1,
HE24: A=§*|r| o)

i
#E25: |r’|2:2 A
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* *
425N #E6  #E26: x=-2 M P s cosp
2% A
* *
#25in#E7  #E27: §=-CM P ugng
2% A

Jetzt integrieren wir #£26 und #E27 nach der Zeit und erhalten:

*

#E28: x= G
2%

M .
—*gng +C
A ¢

und

G*M
#E29: y=+ —*cos¢ + D
Y=t A ¢
Wir wahlen die Anfangsbedingungen so, dass fur ¢ =0 auch x=0 wird. Damit steht
der Geschwindigkeitsvektor fir ¢ =0 senkrecht auf der x-Achse (so erhalten wir eine
besonders einfache Gleichung). Wegen der Anfangsbedingung ist C =0:

*
#E30: )'(:—G M
2* A

*sing

#E1, #E2, #E29 und #E30 in #E18

*
#E31: A-1 E% | ¥ |* cos? ¢+D*|r|*cos¢+ *|r|*sm ¢H

#E32: A BG— |r|+D*|r|*cos¢H

O2* A

#E33: A=t PHEM *D*cos¢H

O4*A 2

H#E34: 4* A =| |*(G* M +2* A* D* cosg )

* A2
HE35: |7 |2 4TA
G*M +2* A* D* cos¢g
4% N
#E36: |1 —— 2 Y
1+W*cos¢
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* A2 * Ak D
Wenn wir p = und € =———— setzen, erhalten wir:
G*M G*M
HE3T: |F]r—P
1+¢&* cos¢

Dies ist die Gleichung eines Kegelschnitts mit der Sonne in einem Brennpunkt. Fir
€ =0 ergibt sich ein Kreis, fir 0<& <1 eine Ellipse, fur € =1 eine Parabel und fur
€ >1 eine Hyperbel.

Damit haben wir das erste Kepler-Gesetz hergeleitet.

Wenn wir den Flachensatz auf die ganze Ellipse anwenden, erhalten wir

#E38: m*a*b=A*T
(rr* a* b ist die Flache der Ellipse, T ist die Umlaufzeit des Planeten auf der Ellipse)

Durch Quadrieren erhalten wir:
#E39: m**a’*b* = A°*T?
Jetzt setzen wir #E48: b> =a* p ein (siehe Einschub 2):

#EA0: T°*a’* p= AP*T?

r
Einschub 2:

[#G2]

Es qilt :
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#E41: e2+b2 =2
(mit e=¢g*a)

Da laut 7.1.2. die Summe der Entfernungen eines Punktes der Ellipse zu den
beiden Brennpunkten gleich 2*a ist, muss c=a sein:

#E42: a2=e2+1?
Weiterhin gilt:
#EA3: p?2+(2*e)2=d?

Da, wie bereits erwéahnt, laut 7.1.2. die Summe der Entfernungen eines Punktes
der Ellipse zu den beiden Brennpunkten gleich 2*a ist, muss d=2*a-p sein:

#EA44: p2+(2*e)2=(2*a- p)?

#EA45: p2+4*e2=4*a2—-4*a* p+ p?
#E46: e2=a2-a*p

#EA7: a* p=az-e2

#E42 in #E47  #E48: a* p=Db?

L
* A 2 .
Jetzt setzen wir p= o= ein (siehe Ubergang zwischen #E36 und #E37):
* A2 .
HE4: rar EA - pewT?
G*M
a® _ G*M
#E50: — =
T? 4*m
G*M . . ) . : a’
Da I bei dem gleichen Zentralkdrper konstant ist, ist somit auch Tz konstant.

Damit haben wir das dritte Kepler-Gesetz hergeleitet.

2.2. Herleitung und Anwendung der Keplergleichung

Im Folgenden wollen wir die Beziehung zwischen der Position eines Trabanten auf
einer Ellipsenbahn und der Zeit, die er benétigt, um diese Position zu erreichen,
genauer betrachten:

(Diese Herleitung erfolgt in Anlehnung an #Q4, Kapitel 4.33.)
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Die Abbildung #G1 zeigt die Bahnellipse eines Trabanten um den Zentralkorper Z.
Dieser Trabant mdge sich zur Zeit t, =0 im Perihel P (¢ =0), und zur Zeit t in S

befinden. S’ sei der S entsprechende Punkt auf dem Hauptkreis. Der Winkel ¢ heil3t
die wahre, der Winkel ¢ die exzentrische Anomalie von S.

SI

[#G1]

Fur die auftretenden Flachensticke gilt:

#EL: Fgp =—*Fgp | Fgp ist der Flacheninhalt des durch

o |T

diese Eckpunkte begrenzten Teils der
Ellipse (begrenzt durch Strecke SZ,
Strecke ZP und Bogen PS)

| Fs,e ist der Flacheninhalt der Fg,

entsprechenden Flache auf dem
Hauptkreis

o |oT

H#E2: Fgp =—* (Feyp — Fouz ) | Foyp ist der Flacheninhalt des

Kreissektors mit diesen drei
Eckpunkten
| Fsy, ISt der Flacheninhalt des Dreiecks

mit diesen drei Eckpunkten
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da Fg,,, =%* a*h, und siny = (mit e=MZ) folgt:

b %Z*w a*e, .
#E3: Fo, =—* —-——%*sin
P a 2 2 L)UE

*
#EA: Fg, = azb*

W -e*siny)

aus dem zweiten Kepler-Gesetz folgt:

For _m*a*b

#ES: . = | T a*b ist die Flache der Ellipse
| T ist die Umlaufzeit eines Trabanten
auf der Ellipse
* *
HEG: Fop = 10 Py
T
* * *
4EG = #E4  #ET T3 Duy o azb*(cp—s*sinw)
daraus folgt die Kepler-Gleichung:
*
#E8: 2 n*t =Y —e*siny
aus #G1 entnehmen wir:
#E9: cogp = MX
a
#E10: cogy = et zX | mit e=MZ
#E11: a*cogy =e+ZX
aus #G1 entnehmen wir weiterhin:
#E12: cosp :$ | mit r =ZS

#E13: ZX =r* cosp
#E13in #E11 #E14: a*cogy =e+r*cosp
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* —_
#E15' r = arcosy —e
cos¢

die Ellipsengleichung laut #E2.1.37 lautet:

4El6: r=— P | [F| aus #E2.1.37 entspricht hier r
1+¢&* cos¢

* —
HE16=#E15 #El7, — P -87COSW-€
1+¢&* cosg cos¢@

#E18: p* cos¢ = (a* cosy —e)* (L+&* cosg)

#E19: p* cos¢ =a* cosy —e+a* £* cosg * cosy —e* £* cos¢
#E20: p* cos¢ —a* £* cosg * cosy +e* £* cos¢ =a* cosy —e
#E21: cosp * (p—a* £* cosy +e* €)= a* cosy —e

a*cosy —e

#E22: cos¢ =
p-a*e*cosy +e*¢

Gleichung #E2.1.47 lautet:
#E23: a*p=a’-¢€°
#E24: p=a-e*¢

a*cosy —e

#E24 in #E22  #E25: cos¢ =
a-e*e—-a*e*cosy +e* e

cosy —¢

#E26: cosp = —————
1-¢&*cosy

a*cosy —e
cosy — ¢
—E£* cosy

4E0g: 1 = ar (COSW —€)* (L= cosy)
(cosy - ¢)

#E26 in #E15  #E27:r =

#E29: r =a* (1-£* cosy)
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Um die Position des Trabanten zur Zeit t zu erhalten, missen wir erst mit #E8
naherungsweise ¢ ermitteln und dann mit #£26 und #E29 ¢ und r berechnen.

In 7.2.1. wird hierzu ein Zahlenbeispiel gerechnet.

2.3. Spezialfalle (eindimensional)

In den folgenden Unterkapiteln werden wir einige interessante Spezialfélle
betrachten. Bei diesen Spezialfallen findet der gesamte Bewegungsvorgang in einer
Dimension (innerhalb einer Geraden) statt. Es werden dabei zwei verschiedene
Methoden zur Herleitung einer Weg-Zeit-Gleichung benutzt. In 2.3.1. wird die in 2.2.
hergeleitete Keplergleichung verwendet. In 2.3.2. und 2.3.3. erfolgt die Herleitung
mittels Differentialgleichungen. (Wie schon in 1.1. erwéhnt, werden im Folgenden
keine Vektorpfeile benutzt, da es sich nur um eindimensionale Vektoren handelt.)

2.3.1. Weg-Zeit-Gleichung (Ruhelage) mittels Keplergleichung

Dieser Spezialfall beschreibt den Fall zweier Massepunkte aufeinander zu, wobei
berticksichtigt wird, dass die Beschleunigung nicht konstant ist, sondern dass sie
sich wahrend des Falls andert. Weiterhin nehmen wir bei diesem Spezialfall an, dass
die Masse des einen Korpers relativ zu der des anderen Kdrpers zu vernachlassigen
ist.

Um eine Weg-Zeit-Gleichung zu erhalten, benutzen wir die Keplergleichung aus 2.2.
und nehmen an, dass es sich bei der Bahn des “leichten” Kérpers um eine unendlich
schmale Ellipse (¢ =1) handelt.

Wir betrachten das Bezugssystem, in welchem sich der Schwerpunkt (also die
Zentralmasse) in Ruhe befindet. Die Anfangsentfernung des fallenden Kérpers sei d.
Bei diesem Spezialfall gehen wir weiterhin davon aus, dass der Korper keine
Anfangsgeschwindigkeit besitzt.

[#G1]

(die Ellipse (blau), auf der sich der Korper bewegt, ist in diesem Spezialfall unendlich
schmal (¢ =1),
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M ist die Zentralmasse,

a ist die grol3e Halbachse der Ellipse bzw. der Radius des Kreises,
r ist die Entfernung eines Punktes der Ellipse von M,

d=2a)

Laut dem 3. Keplerschen Gesetz ist die Umlaufzeit T auf einer Ellipse mit der grof3en
Halbachse a gleich der Umlaufzeit auf einem Kreis mit dem Radius a. (siehe 2.1.).

#E1: U =2m*a |U = Umfang
#E2: v :¥ |v = Bahngeschwindigkeit; T = Umlaufzeit
#E3: F, =-m*w’*a | F, =Zentripetalkraft auf der Kreisbahn

| w=Winkelgeschwindigkeit

2
HE4: F, =—m* 2
a

#E5: F, =-G*m*M * iz | G = Gravitationskonstante
a

| das ’-’" in den Gleichungen 3) und 4) kommt
daher, dass die Zentripetalkraft dem
Radiusvektor entgegengerichtet ist

#E4 = #E5 - #E6: V° —GrM+L
a

[EEN

#E7: v=_|G*M * =
a

* *
HEL1in#E2? #ES: v=2 102

2*1T* a
\Y;

#EO: T =

* *
HETIN#EQ #E10: T=21 2
M
a

*
#E11: 2 T

t=yg -e*siny | siehe #E2.2.8

: N e
| € ist Exzentrizitat (¢ =—)
a
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#E12: t = T * (Y —€*siny)
2*m

#E13: r =a* (1-e*cogyp) | siehe #E2.2.29
#E14: r =a—-¢e*a*cogy

#E15: ¢*a*cogy =a-r

#E16: cogp =2
£*a
#EL17: ¢ = arcco&a;rﬁ
Oe*ar]

0 - -
#E17 in #E12  #E18: t = L @rccowa—e* sin%rcco@
2*m Oe*ad Ce*a

da
sin®(y) +cos (y) =1 - siny =,/1-cos (y)
folgt

U _ _ O
#E19: t=L* &rcco&ﬁ—s* 1—WHZD
2% 1T H e*aQ \ DE*aDE

in diesem Spezialfall ist € =1:

0 _ _ .=
#E20: t = T *&rcco@ﬁ— 1—@55
a @ DE

Z*HE 0 a

Untersuchung von t(r):
t(0)=0

t(d) =t(2a) :%

Der Definitionsbereich fiir r ist D ={0..2a}.

minimaler Funktionswert: bei O
maximaler Funktionswert: bei 2a | da t(r) streng monoton steigend ist

Gesucht war aber t'(r) , welches die Fallzeit vom Aphel (d=2a) bis zur Entfernung r
liefert. Dies ist aber nichts weiter als die Differenz von t(2a) und t(r).

Da t'(r) positiv sein soll und fur jedes t(r) aus dem Definitionsbereich t(r) < t(2a)
gilt, folgt:
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0 B 0
HE22: t'= ' * Gr—arccosP " P 1—B'LrHZD
2* 1T E 0Oa [ DE

] a

0 ~ [0
HE10in #E22  #E23 t'=—° *Er—arccog';r@ 1—5';'@2%

G*M Oa [ 0 a
a
da d=2a folgt
U _ox o O
#E24: t'= d * [JT—arcco 2 rH+J1— 2 rgD
N 2*G* M E O d ] O d DE
2 \ d

(M und d sind Formvariablen)
Diese Gleichung liefert uns die Zeit t', die der Korper braucht, um zu r zu gelangen.

Der Definitionsbereich fir r ist D :{O..d}.

Um umgekehrt r(t') zu erhalten, setzt man t' in #E24 ein und I6st die Gleichung
numerisch (im Intervall von O bis d).

In 7.2.2. ist ein Graph der Funktion #E24 abgebildet.

2.3.2. Weg-Zeit-Gleichung (Ruhelage) mittels Differentialgleichungen

Hier versuchen wir, wie in 2.3.1. eine Weg-Zeit-Gleichung zu erhalten. Allerdings
benutzen wir dabei nicht die Keplergleichung, sondern Differentialgleichungen.
Es gelten die gleichen Anfangsbedingungen wie in 2.3.1.

Auf den Koérper wirkt die Gravitationskraft:

#E1: F =m*a
2
#E2: F =m* 90
dt
#E3: F =m* T
aber auch:
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#E4: F=-G*m*M * iz | G = Gravitationskonstante
r

| das ’-" in der Gleichungen 2) kommt daher,
dass die Zentripetalkraft dem Radiusvektor
entgegengerichtet ist

#E3 =#E4 #ES m*i=-G*m*M *riz

HEG: F=-G*M* =
.

1
r.2

HET: r*ir=-G*M* =*r

jetzt integrieren wir auf beiden Seiten nach der Zeit:

*
H#ES: E*r‘2:G M +
2 r

C | um diesen Schritt zu Uberprifen, einfach

wieder differenzieren (links mit Produktregel,
rechts mit Quotientenregel)

*

Wir wahlen C = _G'M , daso v(=r) bei r =d den Wert 0 annimmt:

(siehe Anfangsbedingungen)

* *
#EQ: Txp2 = C°M _GTM
2 r d

#E10: r2=2*G*M*H-1H
o df

]
0

(@ X [FSN

#E11: r'=t\/2*G*M *%—

Wir wahlen —\/_, da v(=r) <0 sein muss, da v auf M zu gerichtet ist:

HE12: f:—\/Z*G*M*E—lH
o dg

$E13: — f -1
\/Z*G*M*E@— @

or

(o X[
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Substitution x =

#E14: — 1 1 *x*d=1
Z*G*M*Bf—*
| =
d3
Substitution k=, ——:
2*G*M
#E15: -k L x=1

Jetzt integrieren wir noch mal nach der Zeit:

1

#E16: - k*J’ * Xx*dt =Il* dt

1o1
X

Mit Hilfe der Substitutionsregel fur Integrale schreiben wir jetzt:

#EL17: _k*‘[\/i *dx Il* dt

da x—% und da laut Kettenregel gilt da —% de folgt x E:%*Ezﬁzl
dt do dc db dx dt dx dx

also:

#E18: —k* —arctan / H— X* / % t+D | siehe Integraltabelle

beit=0und x=1ist D:—k*g:

(so ist der Korper bei t =0 in der Entfernung d)

#E19: t = —k* - T~ arctan H -1 % /51—1%
2 2 ™ 0 \ox m
#E20: t = k* farctan |FE —1Fs xx AL —1FF
5 \x O \bx TH
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Zurucksubstituieren:

A BT [
#E21.t—1/2*G—*M Earctan /él(r1 1§+0I /gri 1%

Der Definitionsbereich fir r ist D :{O..d}.

Da #E21 offensichtlich anders aussieht als #E2.3.1.24, obwohl beide das gleiche
beschreiben sollen, missen wir noch zeigen, dass wir sie in einander tUberfihren
kénnen. Dies geschiehtin 7.1.4.

In 7.2.3. wird ein Zahlenbeispiel zur Funktion #E21 gerechnet.

2.3.3. Weg-Zeit-Gleichung mittels Differentialgleichungen

Hier versuchen wir, wie in 2.3.2. eine Weg-Zeit-Gleichung mittels
Differentialgleichungen zu erhalten. Allerdings ist diesmal die
Anfangsgeschwindigkeit v, beliebig.

(M ist die Zentralmasse,
die Anfangsentfernung ist d,
Vv, ist entweder direkt auf M zu- oder direkt von M weggerichtet,

r ist die Entfernung eines Punktes der Ellipse von M)
auf den Korper wirkt die Gravitationskraft:
#E1: F=m*a

2
#E2: F=m 4T
dt

#E3: F =m* 1
aber auch:
#E4. F =-G*m*M * iz | G = Gravitationskonstante

p

| das -’ in der Gleichungen 2) kommt daher,

dass die Zentripetalkraft dem Radiusvektor
entgegengerichtet ist

#E3 =#E4 #ES m*i=-G*m*M *riz
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HEG: m*r*r——G*m*M*r—l2

Jetzt integrieren wir auf beiden Seiten nach der Zeit:

1 , _G*m*M

#ET: E* m* r +C | um diesen Schritt zu Uberprifen, einfach
r

wieder differenzieren (links mit Produktregel,
rechts mit Quotientenregel)

Fur r =d muss %* m*r? zu %* m* vo2 werden, da dies die kinetische Energie in

diesem Punkt ist (aufgrund der Anfangsbedingungen):

* *
#ES8: l*m*vOZ:—G m” M +C
2 d
* *

#EO: C=_m+l*m*\,02

d 2

* * * *
HEQin #E7  #E10: %*m*r%G mtM_G rg M +%*m*v02
r

#E11: ;*m* —Grm*M - %H+ *m*v,’
O

Q

;@tElz:l*r'2=c;*|\/|*Eg 1B+1
2 o dg 2

#E13: r2=2+G*M*H - LHey 2
o dQf

o

#E14: ¢ :i\/z*c;* M * E@—EHWOZ
O df

Wie bereits oben gesagt, ist r am Anfang gleich dem Abstand d . Damit haben wir
gewahlt, dass r am Anfang positiv ist. Wenn wir also annehmen, v, sei auf M zu

gerichtet, dann wahlen wir —\/_, da der Abstandsvektor r kleiner wird und somit
seine Ableitung r negativ ist:

H#E15: 1 =— |25 G+ M * E - LHk 2
o do
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HE16: - ' =1
\/Z*G* M * E—dlgwoz

or

Substitution x = % :

#HEL17: — 1 *yxd =1
XA Rl VR B RV
x*d dQ
#E18:—d*1/ d * ! *x=1
2*G*M \/1_ d*v02
X 2*G*M
3
#E19: - *d* * ! *x=1
2*G*M \/1_ d~k\/02
X 2*G*M
3
Substitution kzwid—:
2*G*M
#E20: —k* ! - *x=1
*
\/1_1+ d* v,
X 2*G*M
* 2
Substitution y:—1+d¢:
2*G*M
1 .
#E21: —k* *x=1
Ty
X

Jetzt integrieren wir noch mal nach der Zeit:
#E22: - k*J’#* x*dt =Il* dt
1

“+y
X

Mit Hilfe der Substitutionsregel fur Integrale schreiben wir jetzt:
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e * 1 *'*E* — *
#E23: -k J’ X o dx—Il dt

1
\ x
da _da, dc dt  dx, dt dx

da x—d— und da laut Kettenregel gilt — =—* — folgt x* —=—* —=—=1
dt do dc db dx dt dx dx

also:

#E24:

K * /1+1*X*X*%*W*ﬁ_ln§l+2*y*x+2;/\/_il+ y*xj*x*ﬁ%
*JY

2

=t+F

2% 1+y*X*X*y3/
(siehe Integraltabelle)

bei t =0 muss x =1 sein, da dort r =d ist und da x:%gilt, folgt:

k*%*m*ﬁ_mg”*yz‘*\/\/_ff_y*\/;%

3/2

H#E25: F=-

2*y
daraus folgt:

#E25 in #E24  #E26:

K * /1+§*X*X*%*W*W—InHJﬂ*y*)ﬁz* /il*‘y*xi*x*\NEH

t J 2*\y i
& HlF G
T
2 y3/2
H#HE27.
H Hl+2*y x+2* @+ y* x)* x*\/_H}
Y N S e R R

X EIZ*,/(Hy X)* x * y¥2 2% L+ y* x)* x* y¥2

I:EI]:II:IIJ_'I_'E

R R e
o e Ty gl

2* y312
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S A x+2* L+ y*x)* x* [y [H
e [T 2y
X %y 2% L+ y* x)* x* y*'?

* J1+y nHL+2*y+2*\/1+_ \/_EH
g

#HE?28:

D:DDEEH

2*y3/2
H Bl+2*y x+ 2% Jl+ y* x)* x>y H

t=-k* 1+y*x* *51 H Z*W
V' x Oy 2% \JL+ y* x)* x* y?2

mDEE

#E?29: E
O ST
+k*2* /1+y*\/§_ H 2*\/? H
2* y3/2 2* y3/2

Zuriucksubstituieren:
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d
E %+2*E1+ d*v,’ §r+2* +§1+ d*v,’ %rar* E‘1+ d*v,’ %
0 0 2*G*M H d 2*G*MdHd 2*G*M
0 n
0 : E d*v,” %
0 2% |1+
5 L i g 2¢G* M %
dE J 0 dwy e, diy B 0
P 2% [+ 1+— 0 [% Lx’ *[114 0
%’ 26+ P row oo P o :
O 0
E 0

ds *2*\/1+B_1+ d*v,’ H*\/B-l+ d*v,’ H

2*G*M H 2*G*MH\|H 2*G*MH

+

o B_1+ d*voz H/z

H™ 2*G*MH

d*v’ [, A, dv’ B |3, d*v [
2* 1 0 * 0 0
\/T | EH H +2*G*MH 2 \/1+H 1+2*G*MH\/H l+2*G*MHB
*In
2*G*M O . 0
O 2% B_1+ d V02 H 0
. H Vg 2re*mMb 0
/2
z*B_l+ d*voz g
H™ 2*G*M{
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.

R

i)

[ %’ gl e
. * El 2(3;\3’,\,'@ :

Der Definitionsbereich (fur das Fallen zur Zentralmasse hin) fur r geht von 0 bis d.

Wenn wir annehmen, v, sei von M weg gerichtet, dann wahlen wir nach Gleichung

#E14 +\/_, da dann v(=r) =0 ist. Die Schritte #E15 bis #E31 fuhren wir dann
entsprechend aus und erhalten:
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HE31* (-1) #E32:

3 %y 2
‘= d . 1+ d*v, T
2*G*M r 2*G*M H d

*

<
11
D:DI:IDI:IDI:IDEEE]BE]B

DIDDI%EEIDDDDDDED
+
o
*
<
v
I:EII
N
*
g
+
L
[EEY
+
o
*
<
v
|
| =
|
*
o
*
<
v
[T,

) Vz*G*M ' \/EszM %\/E_Hzf*e\io:vl E

s B_1+ d* H"/z

H 2*G*MH
e %’ R e
2*G*M

2% 1+ d*VO2 B
2*G*M u
/12
P
H 2*G*MH

Der Definitionsbereich (fur den Flug von der Zentralmasse weg) fur r geht von d bis
zu dem durch die Gesamtenergie gegebenen Maximalwert.

In 7.2.4. sind einige Graphen zu diesem Spezialfall abgebildet und in 7.2.5. wird
hierzu ein Zahlenbeispiel gerechnet.

3. Das Zweikorperproblem

Nachdem wir uns in Kapitel 2 schon mit einem eingeschrankten Spezialfall des
Zweikorperproblems beschaftigt haben, wollen wir es hier nun allgemein betrachten:
3.1. Beweis, dass sich zwei Kdrper immer in einer Ebene bewegen

Der folgende Beweis zeigt, dass sich 2 Kérper immer in einer Ebene bewegen:
Der Schwerpunkt S bewegt sich mit der Geschwindigkeit Vg .
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Wir erhalten Vg, indem wir die Impulsvektoren p, =m, *Vv, und p, =m, *V, addieren
und durch die Systemmasse mg =m, + m, dividieren:

— —

Pt P,
ms

H#EL: Vg =

*_'+ *\/
#E2: v = T Vo
m, +m,

HE3: Vg = — %y + 2y,

1

m, +m, m, +m,

Nun wahlen wir als Bezugssystem jenes, in welchem S in Ruhe ist. Die alten
Geschwindigkeitsvektoren v, und v, werden in die neuen Vektoren v;' und V'
tbergefuhrt. Dazu subtrahieren wir Vg:

HEA: V,'=V, —V

s\ "=\ rnl * \/ *\7
#ES: v'=V, v, - v,

. .om,
#E6:vl:§— MGy -2y,

HET: U,'=— 2 *V,

HES: V=2 *(y, -v,)

V," und V,' sind linear abhéngig, da gilt:
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HEL12: V= — 25y,
m

V," (der von m, ausgeht) spannt zusammen mit dem Richtungsvektor ", der von m,
zu m, geht, eine Ebene auf (aul3er wenn v;' und © auch linear abhangig sind, aber

dann verlauft die Bewegung sogar innerhalb einer Geraden). Der Stutzvektor der
Ebene ist der Vektor vom Ursprung zu m,.

V," (der von m, ausgeht) liegt naturlich auch in dieser Ebene, da er und V,' linear

abhangig sind (und da 2 Geraden mit linear abhangigen Richtungsvektoren immer
parallel sind und damit stets in einer Ebene liegen).

Da keiner der Geschwindigkeitsvektoren aus der Ebene heraus zeigt und auch die
Gravitationskréafte nur innerhalb der Ebene wirken (da sie entlang des Vektors 1
wirken), findet somit der gesamte Bewegungsvorgang innerhalb dieser Ebene statt.

3.2. Bewegung zweier Kdrper
Im Folgenden wollen wir die Bewegung zweier vergleichbar groRer Massen unter
dem Einfluss der Gravitation betrachten:

(Dies erfolgt in Anlehnung an #Q5.)

Gegeben sind die Massen m, und m, der beiden Kdrper sowie ihre Radiusvektoren
zum Zeitpunkt t,: 1,(t,) und 1,(t,)
Weiterhin ist einer der Geschwindigkeitsvektoren gegeben: V,(t,)

(Wir betrachten das Bezugssystem, in welchem sich der Schwerpunkt S des
Systems in Ruhe befindet. S liegt im Ursprung des Koordinatensystems.)

Wir definieren:

#E1: =1, T, | r ist der Abstand der beiden Massen
r
==
I S I;
[#G1]

Auf die Kdrper wirken folgende Krafte:

F

#E2: F,=m*& =m*f, =-G*m *m,* | wirkt auf m,

=l

|3

—

P

#E3: Ifz:m2*<'?12=m2*'r*'2:+G*ml*m2*IFI3

| wirkt auf m,
| das + kommt daher, dass F, und F,
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| entgegengesetzt gerichtet sind
Die entsprechenden Beschleunigungen sind:

I:’
Ir P

#E4: f, =-G*m,*

und

#E5: i*'2=c5*ml*IFI3

Wir leiten #E1 zweimal nach der Zeit ab:

e e ),

dt?
#ET: F =T, - T,
#E4 und #E5 in #E7 #E8:?=—G*m2*|I|3—G*ny*|fl3
r r

=

#EO: I = —-G* (m, +m,)*

|F P

Jetzt multiplizieren wir beide Seiten mit der reduzierten Masse U :

=l

#E10: pu*r =-G* pu* (m +m,)*

7P

Dies ist die Bewegungsgleichung fir eine fiktive Masse u, welche den Abstand r
zur Zentralmasse (ml + mz) hat. Ihre Bahn ist eine Ellipse (wie aus 2.1. folgt). Somit
wurde das Zweikorperproblem auf ein Einkérperproblem zurtickgefuhrt.

r
Einschub 1:
& r1 [ r2 -
< I 7
m, S m,
[#G2]

Das Produkt aus Masse und Betrag des Radiusvektors ist konstant. (Aufgrund
der Definition des Schwerpunkts.)

also:
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#E11: m*|r| = m,*|F|
und unter Berlcksichtigung der Richtung der Vektoren:

#E12: m *Tr, =-m,*T,

HE13: F, = — xf
m2

[aN

=
iy

HE13in#E1  #EL4: T =F + hxF
m,

HELS: T, * %+ﬂgz r
mZ

+
HE16: T, * T, Ez F

HELT: T, =
m, +m,

und entsprechend:

HE18: T, = -
] m, +m,

Laut #E17 und #E18 sind auch die Bahnen der Massen m, und m, Ellipsen, da r
jeweils nur mit einem Skalar multipliziert wird. (siehe #G3)
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[#G3]

Ihre numerischen Exzentrizitdten £ stimmen mit der der pu -Ellipse tGberein.
Fur die grofRen Halbachsen gilt nach Einschub 1:

HE19: 8, =12 _xg

m, +m,

und

#E20: a, = AL a | das -’ entfallt hier, da es sich nicht um
m, +1m,

| einen Vektor handelt

r
Einschub 2: (Berechnung von a und ¢)

es gilt:
#E21: V, =T, = d—rtl
de >+ FE
+m
#E17 in#E21  #E22: V, = " 2
#E23 v, =2 OF
m, +m, dt
#E24: v, =— 2 _*y,
m +m,
+
#E25: v, = 2 2wy
m2
und als Betrage:
Sy =M tm, —lo
#E26: v, _Tz*vl | v, =9,
| v, =

Laut #E7.1.3.7 gilt:

G*M*r

#E27: a= 5
2% G*M —V2*r
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also hier:

#E28: a, = G*(rr1l+rr12)*r2
2*G*(m +m,)-v

mit Betragen lautet #E1 laut #G1:

#HE29: r =1, +1, | r=|F|
| r =)
| 1, :|F2|

#E26 und #E29 in #E28

#E30: a, = G*(ml+m2 * rl+r2)
2*G*(m +m,)- Z*VIQ (r,+1,)
#E31 a = G*(rn’l+m2)*(rl+r2)
" %u 2 %
2*G*(rr]1+m2)_vlz~k (rnl+m2) 5 (r1+r2)
m,
G*(r +r)
#E32: a, = T
. 2*G_V12*(rnl+m2)2(rl+r2)
m,
* 2 %
HE33: a, = Grm,"* (1, +1,)

25G*m," =" * (m +m, ) (r, +1,)

Damit ist a, mit Hilfe von m, m,, n(t,)=n,)|[, r)=r{)| und
v, (t,) =|V,(t,) | berechenbar. Und mit den Gleichungen #E19 und #E20 sind
somit auch a, und a, bekannt.

Laut #E7.1.3.13 gilt:

#E34: e= \/az + EEZ —a*r E‘ (1-cos(2* a))

also hier:

2
#E35: e, :\/au2 +E3_a" *r E’ (1-cos(2*a))
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e
wegen & =— folgt:
a

HE36: ¢ =J1+%—é%(1—cos(2*a))

#E17 [Betrage] und #E19 in #E36

2
HE3T: € = \/1+E!%—EE (L-cos(2* a))
a’ &

—

Wobei a der Winkel zwischen i und v, (bzw. m minus dieser Winkel), also

auch der Winkel zwischen 1, und v; (bzw. m minus dieser Winkel), ist. (Zur
Erlauterung dient #G7.1.3.1.)

Somit ist auch & berechenbar.

Nun haben wir alles, was wir zur Berechnung der Position von m, und m, zu einem
bestimmten Zeitpunkt brauchen. Um dies zu tun, gehen wir entsprechend 2.2. vor.

3.3. Spezialfalle (eindimensional)

In den folgenden Unterkapiteln werden wir einige interessante Spezialfélle
betrachten. Bei diesen Spezialfallen findet der gesamte Bewegungsvorgang in einer
Dimension (innerhalb einer Geraden) statt. Die Herleitung erfolgt mittels
Differentialgleichungen. (Wie schon in 1.1. erwahnt, werden im Folgenden keine
Vektorpfeile benutzt, da es sich nur um eindimensionale Vektoren handelt.)

3.3.1. Weg-Zeit-Gleichung (Ruhelage) mittels Differentialgleichungen

Dieser Spezialfall beschreibt den Fall zweier Massepunkte aufeinander zu (keine der
beiden Massen ist relativ zur anderen vernachlassigbar klein), wobei bertucksichtigt
wird, dass sich die Beschleunigung wahrend des Falls andert. Um eine Weg-Zeit-
Gleichung zu erhalten, benutzen wir Differentialgleichungen.

Wir betrachten das Bezugssystem, in welchem sich der Schwerpunkt des Systems in
Ruhe befindet. Die Anfangsentfernung der beiden Korper zueinander sei d. Bei
diesem Spezialfall gehen wir weiterhin davon aus, dass keiner der Kérper (in dem
gewéhlten Bezugssystem) eine Anfangsgeschwindigkeit besitzt.

Zur Masse m, gehort der Radiusvektor r,, zur Masse m, gehort der Radiusvektor r,
(siehe #G3.2.1).

es gilt:
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#E1: r=r -r,

auf die Korper wirken folgende Krafte:

#E2: F, :—G*rnl*mz*ri2

H#E3: F, =+G*ml*m2*ri2

da gilt:
#E4A: F, =m *T]
und

#ES: F, =m,* ¥,

| r ist der Abstand der beiden Massen

| wirkt auf m,

| wirkt auf m,

das + kommt daher, dass F, und F,
entgegengesetzt gerichtet sind

sind die entsprechenden Beschleunigungen:

HEG: :—G*mz*ri2

und

s L

r2

HET: ¥, =G*m,

jetzt leiten wir #E1 zweimal nach der Zeit ab:

2(, _
#Eg: =9 ") (rlz ")
dt

HEO: I =1, -7,
#E6 und #E7 in #E9

1
2

#E11: ¥ =-G* (m, +m,)*
r

Substitution M =m, +m,:

#E12: I =-G*M *iz
r
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#E13: r'*f':—G*M*iz*r'
r

jetzt integrieren wir auf beiden Seiten nach der Zeit:

*
#E14 Trp2=CTM
2 r

C | um diesen Schritt zu Uberprifen, einfach

wieder differenzieren (links mit Produktregel,
rechts mit Quotientenregel)

* —_
Wir wahlen C = G dM dasor = % =f, -1, bei r =d den Wert 0 annimmt:

(da laut den Anfangsbedingungen fir r =d gilt: f, =r, =0)

* *
#ELS: Lxp2=C"M _G'M
2 r d

Gleichung #E15 kennen wir bereits, sie ist identisch mit #£2.3.2.9. Darum folgt auch
hier #E2.3.2.21 (wir sparen uns hier die entsprechenden Zwischenschritte #E£2.3.2.10
bis #E2.3.2.20):

O N _afe s P
HELG: 1=~ Grcen élri 1§+OI @1 1%

Zurucksubstituieren:

#El7:t:\/ o *Earctan Bg—la'*'L* Bg—lEB
2*G*(m+m,) 5 \Or 'O d \Or 0§

Der Definitionsbereich fir r ist D :{O..d}.

Gleichung #E17 gibt einen Zusammenhang an zwischen dem Abstand r der beiden
Massen und der Zeit t, die die Massen brauchen, um vom Abstand d in den
Abstand r zu gelangen.

Wir kbnnen auch t in Abhangigkeit von r, angeben:

laut #E3.2.17 gilt:

#E18: 1, = ™, *r | hier ohne Vektorpfeile (siehe 1.1. und
m, +m,
3.3)
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#E19: r= " Mo
#E19in #E17  #E20:
3 | N . -
t:\/ * *d *@rCtm\/%_lg.k(m*-TZ) rl*\/l:'I m2 d* _1
2*G*(m +m,) H m +m,)*r, m, * d Hm +m)*r,

I . . Il 0
Der Definitionsbereich fir r, ist D = [O..L* do. | _ M
o m+m, g m+m
Anfangsentfernung r, bei t =0

*d entspricht der

Dementsprechend kénnen wir auch t in Abhangigkeit von r, angeben:

Laut #E3.2.18 qilt:

#E21: 1, = - i *r | hier ohne Vektorpfeile (siehe 1.1. und
m +m,
3.3)

H#HE22: r=—ml+mz*r2
m,

#E22 in #E17  #E23:

3 O * * *
t :\/ d * @I’Ctan\/ rn.l. d _1%_ (rn.l. + mZ) r2 *\/ rnl d _1
2¢G*(m+m,) | (m +m,)*r, m, *d (m +my)*r,

N : . g [ .
Der Definitionsbereich fur r, ist D = [0..— AL do | SR S d entspricht der
U m, +m, U m, +m,
Anfangsentfernung r, bei

t=0

In 7.2.6. wird ein Zahlenbeispiel zu diesem Spezialfall gerechnet.

3.3.2. Weg-Zeit-Gleichung mittels Differentialgleichungen

Dieser Spezialfall beschreibt den Fall zweier Massepunkte aufeinander zu (keine der
beiden Massen ist relativ zur anderen vernachlassigbar klein), wobei bertcksichtigt
wird, dass sich die Beschleunigung wahrend des Falls andert. Um eine Weg-Zeit-
Gleichung zu erhalten, benutzen wir Differentialgleichungen.

Wir betrachten das Bezugssystem, in welchem sich der Schwerpunkt des Systems in
Ruhe befindet. Die Anfangsentfernung der beiden Korper zueinander sei d.
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Zur Masse m, gehort der Radiusvektor r,, zur Masse m, gehért der Radiusvektor r,
(siehe #G3.2.1). Die Anfangsgeschwindigkeiten der beiden Kérper seien

Vl(tO) = r.1(t0) und Vz(to) =1 (to)-
es gilt:
#EL: r=r -, | r ist der Abstand der beiden Massen

auf die Korper wirken folgende Krafte:
1 :

HE2: F =-G*m*m,* — | wirkt auf m,
r

#E3: F, =+G*m, * mz*i2 | wirkt auf m,
r

das + kommt daher, dass F, und F,
entgegengesetzt gerichtet sind

da gilt:

#E4: F,=m *F,
und

#ES5: F, =m,* T,

sind die entsprechenden Beschleunigungen:

H#EG: I, = -G* mz*i2
r

und

» L

HET: F, =G*m,* =
;

jetzt leiten wir #E1 zweimal nach der Zeit ab:

2 -—
seg: =97 (o0)
dt?

#EO: ' =1, T,

» L

#E6 und #E7 in #E9  #E10: f':—G*mz*riz—G*m1 .
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1
2

#E11: = -G* (m, +m,)*
r

Substitution M =m, +m,:

#E12: ¥ =-G*M » 1
r

HE13: F*F= -G M* =+
r

jetzt integrieren wir auf beiden Seiten nach der Zeit:

*
#E14: %* r?= G*M +C | um diesen Schritt zu Uberprifen, einfach
r

wieder differenzieren (links mit Produktregel,
rechts mit Quotientenregel)

d(rl _rz)

Fir r=d wird ¢ zu v,(t,)-v,(t,), da r = o

=1, —t, gilt.

daraus folgt:

1 G*M

#E15: —* (Vl(to)_\/z(to))2 = +C
2 d
1, G*M
#E16: C _E (v (to) - v (&))" - d

HE16in #E14  HELT: %* r2 ="M L) - vt )7 - EEM

-
Lr
#E20: 1° —2*G*M*E
or

HE21: ¢ :i\/Z*G* M+ - LB, )
o dno
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Wie bereits oben gesagt, ist r bei t, (am Anfang) gleich dem Abstand d . Damit
haben wir gewahlt, dass r( ) positiv ist. Wenn die Anfangsgeschwindigkeiten auf
den Schwerpunkt zu gerichtet sind, dann wird der Abstandsvektor r kleiner. Seine
Ableitung r ist somit negativ, darum wéahlen wir —\/_:

. 1 2
#E22: f =— [2*G*M * - —-—
r \/2 G*M élrl q §+v(t0)

Gleichung #E22 kennen wir bereits, sie ist identisch mit #£2.3.3.15 (v(t,) entspricht

V,). Darum folgt auch hier #£2.3.3.31 (wir sparen uns hier die entsprechenden
Zwischenschritte #E2.3.3.16 bis #E2.3.2.30):

#HE23:

3 % 2
S - Y N
2*G*M r 2*G*M d

=

*

\/%’E_h VRTBr A, dv) i

2*G*MHdH d H  2*G*MH

N
*
®
S
<
(-

DIDDI%EEDDDDDDED

[EEN
+

o

*

—

~—

N

EEI

E *Z*JFP*V(tO)ZB*\/B‘“d*v(tO)ZH
\/Z*G*M rerMH\H " 2#G*M [

=
.
T sy

Zurlucksubstituieren:
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t=- ZG?:W\E'“M%;

7 . * Villp )~ Vally i
0 1 B zJﬁ“lmE &
PR RRRERR T
O
: [
: [
- [

*%Hd <v1<to) v2<t0»2§”

Z*G*(”l+”12)

o e S e
2*G*(m+m,) E a

2*G*(m +

B

Der Definitionsbereich (fir das Fallen zum Schwerpunkt hin) fr r geht von 0 bis d.

Gleichung #E24 gibt einen Zusammenhang an zwischen dem Abstand r der beiden
Massen und der Zeit t, die die Massen brauchen, um vom Abstand d in den
Abstand r zu gelangen.

Wir kdnnten jetzt auch analog zu #E3.3.1.18 bis #E3.3.1.23 t in Abhangigkeit von r,
und t in Abh&ngigkeit von r, angeben. Aus Platz- und Aufwandsgriinden erfolgt dies
hier jedoch nicht.

Wenn wir annehmen, die Anfangsgeschwindigkeiten seien vom Schwerpunkt weg
gerichtet, dann wahlen wir nach Gleichung #E21 +\/_, da dann r positiv ist. Die
Schritte #E22 bis #E24 fuhren wir dann entsprechend aus und erhalten:
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HE24*(-1) #E25:

= 2*G*(m +m,) \/E ! 2*G*(m+m,) H d

i eorgs )@ Br o, Hor, Gb)-wl) rBr, 1, a7 ()-w6) B

% |n§!l ? ! Z*G*(m+ )%d 2 \/E d 2*G (m+n]2) d \/%1 2*G*(ml+mz) E%

. . o Ry 8% () -v.()7 [
0 n ZJE* 2*G*(m+rm)E |

+d*(V1(t0)_V2(t0))2 . -V, )-v, , 312

Pt SR s

O

O

0

O

2*G* (m +m,) n1+mz \/EimH\EH 2*G* E

i

o R R oy

2+G*(m+m,) a Z*Jﬁ - ml+(t );E é
===

Der Definitionsbereich (fir den Flug vom Schwerpunkt weg) fir r geht von d bis
dem durch die Gesamtenergie gegebenen Maximalwert.

Gleichung #E25 gibt einen Zusammenhang an zwischen dem Abstand r der beiden
Massen und der Zeit t, die die Massen brauchen, um vom Abstand d in den
Abstand r zu gelangen.

Auch hier kdnnten wir jetzt analog zu #E3.3.1.18 bis #E3.3.1.23 t in Abhangigkeit
von r, und t in Abhangigkeit von r, angeben. Aus Platz- und Aufwandsgriinden
erfolgt dies hier jedoch nicht.

4. 3- und Mehrkérperprobleme

Fur 3 und mehr Korper sind die Bewegungsgleichungen (von einigen Spezialfallen
abgesehen) nur noch numerisch l6sbar. In diesem Kapitel werden wir Methoden der
numerischen Lésung und ein von mir entwickeltes Programm zur numerischen
Ldsung von Mehrkdorperproblemen betrachten:

4.1. Prinzip der numerischen Lésung
Da sich, wie schon in 4. erwahnt, aus den Bewegungsgleichungen (#E1.2.10) far
n>=3 keine eindeutige Positionen der Korper zu einem beliebigem Zeitpunkt herleiten

lassen, missen wir diese numerisch ermitteln:
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Gleichung

.. F F
#E1.2.10: 1, = ZE’H — | fur j ungleich i
r - T

erlaubt es uns, die momentane Gesamtbeschleunigung a, :ﬁ des Korpers i zu

einem Zeitpunkt to zu berechnen. Zu diesem Zeitpunkt hat der Korper die
Geschwindigkeit v, und die Position 1.

Wir nehmen nun an, die Beschleunigung sei fur die Zeitspanne At konstant.
Zum Zeitpunkt t;=to+At haben wir nun die Geschwindigkeit #E1: v, =V, + &,* At und

die Position #E2: 1, =1, +T, +T,, wobei #E3: 1, =V, * At die von der

Anfangsgeschwindigkeit erbrachte Positionsanderung ist und #E4: T, = =* &,* (At)®

N
>(.

von der Beschleunigung stammit.

Wenn wir #E3 und #E4 in #E2 einsetzen, erhalten wir
#ES5: 1, =1, +V,* At +%* a,* (At)?

Wenn wir die Gleichungen #E1 und #E5 verallgemeinern, lauten sie
#E6: V,,, =V +4a, * At
und

HET. T, =T +V * At +%*ax* (At)?

Somit kénnen wir fir jeden der n Kérper nach einem Zeitintervall t die approximierte
Position und Geschwindigkeit bestimmen, indem wir mit geeignet gewahltem At
folgende Schritte fur alle Korper k mal durchfihren (k=t/At):

- mit Gleichung #E1 die gesamte Momentanbeschleunigung &, =ﬁ berechnen
V.., mit Hilfe von &, und v, berechnen (#EG)
r., mit Hilfe von &, v, und r, berechnen (#E7)

Es ist zu erwarten, dass die Approximation umso genauer wird, je kleiner das
gewahlte At ist. Darauf werde ich in 4.2.2.2. genauer eingehen.

4.2. ORBITER
Das Programm zur Simulation von Mehrkorperproblemen habe ich ORBITER
genannt. Es besteht aus zwei Komponenten: ORBITER 2D und ORBITER 3D. Es ist

vollstandig in PASCAL geschrieben. Nach der Fertigstellung werde ich es eventuell
aus Geschwindigkeitsgrinden in C++ konvertieren. Compiliert wurde das Programm
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mit FREEPASCAL (#Q6) (kostenlos, groRer Funktionsumfang). Fur die
Grafikdarstellung verwendete ich die ebenfalls kostenlose Bibliothek GraphiX (#Q7).
Ich habe ORBITER der GNU General Public License (#Q8) unterstellt, damit es,
nach seiner Fertigstellung, fiir jedermann gratis zu Verfiigung steht.

Die folgenden auftretenden Angaben von Rechenzeiten beziehen sich auf den
verwendeten AMD Athlon TB 900.

4.2.1. Programmentwicklung

4.2.1.1. Grundstruktur

Die zentrale Struktur von ORBITER 2D besteht aus einer Schleife, welche fortlaufend
abgearbeitet wird. Sie ist folgendermalien aufgebaut:

- Zuerst werden mittels zweier verschachtelter Schleifen die x- und y-Komponenten
des Gesamtbeschleunigungsvektors (siehe #E1.2.10) eines jeden Koérpers
berechnet.

- Dann wird mit einer weiteren Schleife fir jeden Korper Folgendes durchgefuhrt:

* Berechnung der Bewegung in x-Richtung aufgrund der vorherigen
Geschwindigkeit in x-Richtung. Berechnung der Bewegung in y-Richtung
aufgrund der vorherigen Geschwindigkeit in y-Richtung.

* Berechnung der Bewegung in x-Richtung aufgrund der
Gesamtbeschleunigung in x-Richtung. Berechnung der Bewegung in y-
Richtung aufgrund der Gesamtbeschleunigung in y-Richtung.

* Berechnung der neuen Geschwindigkeit in x-Richtung aufgrund der
Gesamtbeschleunigung in x-Richtung. Berechnung der neuen
Geschwindigkeit in y-Richtung aufgrund der Gesamtbeschleunigung in y-
Richtung.

4.2.1.2. Grafik

Meine 2D-Grafik-Engine ist ziemlich einfach aufgebaut:

Die Koordinaten der Korper entsprechen bis auf einen Korrekturfaktoren den
Koordinaten der Pixel (mit 0,0 in der Mitte des Bildschirms). Diese
KorrekturmalRnahme besteht darin, alle Koordinaten mit einem Zoom-Faktor zu
multiplizieren, damit man einen kleineren, bzw. gro3eren Ausschnitt der Ebene
betrachten kann.

Es gibt auch die Méglichkeit, sich in der Ebene zu bewegen (um somit bestimmte
Punkte zu zentrieren) und sich zu drehen:

Bei den linearen Bewegungen (hoch/runter, links/rechts) wird zu den Koordinaten
aller Korper ein entsprechender Summand addiert. Bei Drehungen werden die alten
Kdrperkoordinaten mit Hilfe der Winkelsatze in die neuen Ubergefihrt. Diese
Methoden haben den Vorteil, dass keine komplizierten Berechnungen notwendig
sind, um die Korper auf dem Bildschirm darzustellen. Allerdings muss man, um die
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Position der Korper im ursprunglichen (nicht verschobenen und nicht gedrehten)
Bezugssystem zu erhalten, folgende MalRnahmen durchfuhren:

1.) die Drehungen riickgangig machen, indem man um -a dreht (a ist die
Summe der Drehwinkel aller durchgeftihrten Drehungen)

2.) die Verschiebungen riickgangig machen, indem man einen Punkt P, auf den
man die gleichen Transformationen wie auf die Korper angewendet hat,
wieder auf seine urspringliche Position zurtickfihrt und diese
Ruckverschiebung auch auf die Kérper anwendet.

Als Néachstes werde ich auf das Interface von ORBITER 2D eingehen, indem ich es
anhand eines Screenshots (#G1) kurz erlautere:

Das Interface (ausblendbar) besteht aus einer 17-elementigen Kontrollleiste.
Diese Elemente sind in 4 Zeilen unterteilt und werden nun (von links nach rechts)
aufgelistet:

[#G1]

Zeile 1:
- berechnete Zeit des simulierten Mehrkorper-Systems (in Sekunden)
- aktueller Zeitschritt At (in Sekunden)
- bisherige Rechenzyklen
- Name des aktuellen Objekts
- Masse des aktuellen Objekts

Zeile 2:
- x-Koordinate des zentrierten Punkts
- y-Koordinate des zentrierten Punkts
- Radius des aktuellen Objekts (ist immer 0, da die bisherige Version von
ORBITER nur mit punktférmigen Massen rechnet)
- x-Koordinate des aktuellen Objekts
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- y-Koordinate des aktuellen Objekts

Zeile 3:
- aktuelles dywacy (in Prozent); siehe 4.2.1.3.2.
- aktuelles d, (in Prozent); siehe 4.2.1.3.1.
- Uhrzeit
- x-Komponente der Geschwindigkeit des aktuellen Objekts
- y-Komponente der Geschwindigkeit des aktuellen Objekts

Zeile 4.
- Ausgabefenster
- Eingabefenster

Erlauterungen:

Als ,aktuelles Objekt” kann jeder der n Korper mittels der Taste ,v* ausgewahlt
werden. Alle Koordinaten beziehen sich stets auf das urspringliche, nicht
verschobene und nicht gedrehte Bezugssystem.

4.2.1.3. Genauigkeitsuberprufung

Eine Moglichkeit, die Genauigkeit eines simulierten Systems zu Uberprifen, ist es,
sich an Erhaltungsgréf3en zu orientieren.

4.2.1.3.1. Energie

Eine Grolie, welche bei gravitativen Mehrkdrpersystemen erhalten bleibt, ist die
Gesamtenergie. Nicht jeder Fehler in der Simulation fihrt zwangslaufig zu einer
Anderung der Gesamtenergie des Systems, tritt jedoch solch eine Anderung auf,
dann muss es an einem Simulationsfehler liegen (wenn Energieabweichung dann
Fehler). Bei einer kleinen Energieabweichung ist dieser Fehler auch klein und bei
einer groRen Abweichung dementsprechend grof3. Die momentane

Energieabweichung AW (x steht fur den x-ten Rechenzyklus) ist gleich dem
Betrag der Differenz der Anfangsenergie W ., und der momentanen Energie
W

ges x °

#E1: AW, :|Wg%x ~ W, |

Um einen objektiven Wert zu erhalten, dividieren wir AW durch den Betrag der
Anfangsenergie W . . Den Quotienten nennen wir d,, . So kénnen wir den
prozentualen Energiefehler betrachten.

AW,

#E2: d, = W

ges g |
wegen #E1 folgt:
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W, —-W
#E3: dy, = |\;v

g&sol

gesol

Nun muss nur noch die anfangliche und die momentane Gesamtenergie berechnet
werden, um d\,vx zu erhalten. Die Gesamtenergie ist gleich der Summe aus

kinetischer Energie und potentieller Energie:
HEA: W ges=WiintW pot

Die kinetische Energie eines Korpers i ist:
#E5: W, = 3*m* |V, |?

kin

Die kinetische Energie eines Systems von n Korpern ist damit:

HEG: W, = +* z m;* |V, |2
1=1

Die potentielle Energie zweier Korper i und j ist:
HET.W ,  =-G*m, *m, * 1

. I

Die potentielle Energie eines Systems von n Kérpern, also die Summe aller
wechselseitigen potentiellen Energien, ist:

n [ n 0
#ES:WpOtZZ E_G*mi*zm_* 1 0
1=1

J

as |Fji |E

ORBITER berechnet bei jedem Rechenzyklus d, entsprechend der folgenden
Formel:

0 o - n [ n 1
- m* |V, |* - -G*m* z m;* ——-Wg
#Eg d _ E 1=1 I:la j=i+1 |rJI |E
' ’\Ngeso
(Wes, Wird nur einmal am Anfang berechnet; alle Geschwindigkeiten und

Entfernungen beziehen sich auf den x-ten Rechenzyklus)
Diese Art der Genauigkeitstuberprifung ist sehr verbreitet, sie wird beispielsweise
auch bei #Q9 verwendet.

Die Uberpriifung der Genauigkeit anhand von d, hatallerdings einen Nachteil, den
ich hier nun kurz anhand eines Beispiels erlautern mochte:
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Betrachten wir 2 gravitative Mehrkorpersysteme: Das eine System (S1) hat eine
kinetische Energie Wy;,=1J und eine potentielle Energie Wy,=-2J; das andere
System (S2) hat eine kinetische Energie W,;,;=1001J und eine potentielle Energie
Wpor=-1002J.

Die Gesamtenergie Wes betragt bei beiden Systemen —1J.

Bei einer Energieabweichung AW=1J ergében sich laut #£4.2.1.3.1.2 die folgenden
prozentualen Energiefehler d:

#E1:(S1) d, = —— === =1=100%

#E2:(S2) d, = L =N - 100%
|10013 -1002J | 1J

Es ist allerdings einsichtig, dass eine Energieabweichung von 1J in System 1 eine
viel gré3ere Veranderung der Bewegung der Korper zufolge hat als in System 2. (In
System 1 konnte durch die Energieabweichung beispielsweise W, auf O sinken,
damit waren dann auch die Geschwindigkeiten aller Kérper 0. In System 2 kdénnte
Wiin dagegen nur um ca. 0,1% veréandert werden.)

Aus diesem Grund habe ich eine Grol3e eingefuhrt, welche die kinetische und
potentielle Energie direkt bertcksichtigt, und nicht nur deren Summe Wes. Diese
Grol3e tragt den Namen ,aktive Energie® (Wac). Sie ist keine reale, im System
vorkommende Energie, sondern die Summe der Betrage von kinetischer und
potentieller Energie:

#ES: Wact=|Wkin|+|Wpot|

Wie schon gesagt hat diese Grol3e nur die Aufgabe, die Veranderung der
Genauigkeit des simulierten Systems madglichst gut zu beschreiben.

Analog zu 4.2.1.3.1. fuhren wir eine GroRe d ein. Diese ist hier die Summe von

Ad und d

w(act),

, sie wird also rekursiv berechnet:

wact) « w(act) y4
#EA ey, = BAuaay, ¥ Qugaa),,
( definitionsgemal gilt: d, ., =0)

Ad,., wird analog zu #E4.2.1.3.1.2 nach folgender Gleichung berechnet:

AW,
HES: Ad (), =

act
( W, istvon x abhangig, da es sich im Gegensatz zu W, standig andert.)

AW, beschreibt hier nicht die Differenz der Gesamtenergie des momentanen
Rechenzyklus und W, , sondern die Differenz der Gesamtenergie des momentanen

esg !

Rechenzyklus und der Gesamtenergie des letzten Rechenzyklus:
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HEB: AW, =W, —W,

965y

- ) _ |Wgesx _Wgasx-l |
HEGINHES  HET: Ay, =

act,
wegen #E4.2.1.3.1.4 und #E3 folgt:

+W -

kin x pot x Wges x-1 |

(Wi [+ TW |

|W
#E8: Adyy (ae)y, =

#E8 in #E4

|Wkin +W
#EO: dW(act)x = x

pot _Wgesx—1)|+ d
|V\/kinx |+ |V\/potx

w(act ), g

Mit dieser Gleichung (#E9) berechnet ORBITER zu jedem Rechenzyklus x die
prozentuale Abweichung d,,, - Dabei sind d,,,,, . und W, vom vorherigen

Rechenzyklus gegeben. W, und W, werden entsprechend der Gleichungen

#E4.2.1.3.1.6 und #E4.2.1.3.1.8 bestimmt.

Betrachten wir nun das oben genannte Problem der zwei Systeme mit Hilfe von
et -

Nehmen wir an, die komplette Energieabweichung AW=1J entsteht zwischen zwei
Rechenzyklen, dann ergaben sich folgende Ad,,:

#ElO(Sl) Adw(act) = m = 5 = é = 33%

1J 1 1

HE11:(S2) A,y = - -
(52) Adya) |1001J |+]-1002J | 2003] 2003

= 0,05%

Diese Werte reprasentieren besser den Einfluss von AW auf das jeweilige System.

4.2.1.4. Optimierung der Genauigkeit

Die Optimierung der Genauigkeit besteht aus zwei Teilen: Erstens die Erh6hung der
Genauigkeit der berechneten Ergebnisse. Zweitens sollte diese gréf3ere Genauigkeit
nach Mdoglichkeit mit einem nur gering erhéhten Zeitaufwand verbunden sein .

Die erste Bedingung wird vermutlich dadurch erflllt, dass man den Zeitschritt At
verkleinert, allerdings steigt dabei auch die Rechenzeit erheblich an. Um beide
Bedingungen zu erfullen, misste man die Rechengenauigkeit an ,kritischen Stellen”
erhdhen und an ,unkritischen Stellen* wieder senken.
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Dies kann dadurch bewerkstelligt werden, dass man At so veréndert, dass es sich
stets proportional zur kleinsten momentanen Entfernung zweier Korper (rmin) verhalt.
Das kann man dadurch begriinden, dass bei kleiner Entfernung die
Geschwindigkeiten der Korper und die Krafte, die auf sie wirken, gréRer sind und
damit auch die Positions&dnderung wahrend At grol3er ist. Wahlt man a als
Proportionalitatsfaktor, so wird At bei jedem Rechenzyklus nach folgender Formel
berechnet:

#EL: At=a*r,,

Noch effektiver scheint es, At proportional zum Quadrat von rp,;, zu wéhlen, da sich
aus Gleichung #E1.2.6 ableiten lasst, dass sich die Kraft proportional zum Kehrwert
des Quadrats der Entfernung verhalt. Wahlen wir 8 als Proportionalitatsfaktor, so

folgt fur At die Gleichung:
#HE2: At=B*(r,,)°

In Gleichung #E2 werden jedoch nicht die Massen der Korper beriicksichtigt. So
werden bei gleicher Entfernung zwei kleine Massen kaum miteinander interagieren;
ist eine der Massen allerdings sehr grof3, so fallt auch die Beschleunigung
entsprechend grol3 aus. Da die Beschleunigung die Geschwindigkeit verandert und
zusammen mit der Anfangsgeschwindigkeit des jeweiligen Rechenzyklus fur die
Positionsanderung verantwortlich ist, wahle ich hier At proportional zum Kehrwert des
Betrags der maximalen momentanen Beschleunigung &, (mit y als

Proportionalitatsfaktor):
#E3: At=y* !

| B |

4.2.1.5. 3D-Erweiterung

Die Umstellung von ORBITER auf 3 Dimensionen bestand aus zwei Teilen:
1. Veranderung der berechnenden Strukturen .
2. Entwicklung einer 3D-Engine zur grafischen Darstellung.

Punkt 1 war dabei das kleinere Problem, da ich schon bei ORBITER 2D mit Vektoren
gearbeitet hatte. Die zweielementigen Vektoren (x|y) mussten auf drei Elemente
(x]ly|z) erweitert werden. Dementsprechend wurden auch einige
Berechnungsroutinen leicht modifiziert.

(Beispielsweise wird die Entfernung |r; | zweier Objekte statt wie vorher mit

HEL |F, |2 /(X %)+ (y, - ¥)* nun mit

HE2: |T, |- \/(xj =%)?+(y; - ¥;))* +(z, —z)* berechnet.)

Punkt 2 war dagegen komplizierter zu l6sen:
Das Prinzip meiner 3D-Engine @hnelt entfernt dem einer Lochkamera (#G1):
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X_n

%
[#G1] [#G2] [#G3]

Die Lange | wird in #G1 auf b abgebildet. Der Offnungswinkel ist a . Da diese
Abbildung allerdings spiegelverkehrt ist, wird b ,nach vorne geklappt* (#G2). (#G3)
zeigt die rechte Halfte von #G2. Der Punkt x in der Entfernung z wird auf den Punkt
x_s auf b abgebildet (beide rot). Laut den Strahlensatzen gilt:
#E3: X_—S = M

X /2

Weiterhin wissen wir:
#E4: tan P H=2/2
020 z

Daraus folgt:
#E5: X _s= X*E*;
2 z*tan(a /2)

Nach dieser Formel werden die x-Koordinaten der Kérper auf die Koordinaten des
Bildschirms umgerechnet. Entsprechend gilt fur die y-Koordinaten:

b 1
HEB: y_s=yror—
Y-S7Y75 z* tan(ar / 2)

Die b’s in #E5 und #E6 missen Ubereinstimmen, da das Bild sonst verzerrt ist.
Bei ORBITER 3D habe ich fir b die Anzahl der Pixel der y-Auflosung gewéhlt (600
bei 800x600 usw.). z ist die z-Koordinate des jeweiligen Korpers. Der Zoom
funktioniert durch Veranderung des Blickwinkels a .

Wie bei ORBITER 2D kann man sich auch bei ORBITER 3D frei bewegen. Es gibt
die Mdglichkeit zur Bewegung in allen drei Dimensionen sowie des Drehens um x-, y-
und z-Achse. Analog zu ORBITER 2D werden auch hier die Koordinaten aller Punkte
bei einer Bewegung verandert.

Die Rickfihrung der Position der Korper in das urspringliche Bezugssystem

gestaltet sich hier etwas schwieriger: Zu diesem Zweck habe ich drei Fixpunkte
eingefihrt, welche im urspringlichen Bezugssystem verharren. Auf diese Punkte
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werden die gleichen Transformationen angewendet, wie auf die Korper. Nun fuhrt
man die drei Punkte wieder auf ihre vorherige Position zurtick. Wenn man die daftr
notwendigen ,Ruckverschiebungs-Transformationen® auch auf die Kérper anwendet,
erhalt man ihre Position in ihrem urspriinglichen Bezugssystem.

Nun folgt ein Screenshot (#G4) des Interface von ORBITER 3D.

Bei ORIBTER 3D besteht das Interface aus einer 20-elementigen Kontrollleiste:

_.tf.ﬁﬁf:;)

\ |

[#G4]

- berechnete Zeit des simulierten Mehrkérper-Systems (in Sekunden)
- aktueller Zeitschritt At (in Sekunden)

- bisherige Rechenzyklen

- Name des aktuellen Objekts

- Masse des aktuellen Objekts

- Radius des aktuellen Objekts

- x-Koordinate des zentrierten Punkts
- y-Koordinate des zentrierten Punkts
- z-Koordinate des zentrierten Punkts
- x-Koordinate des aktuellen Objekts
- y-Koordinate des aktuellen Objekts
- z-Koordinate des aktuellen Objekts

Zeile 3:
- aktuelles dyacy (in Prozent); siehe 4.2.1.3.2.
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- aktuelles d, (in Prozent); siehe 4.2.1.3.1.

- Uhrzeit

- x-Komponente der Geschwindigkeit des aktuellen Objekts
- y-Komponente der Geschwindigkeit des aktuellen Objekts
- z-Komponente der Geschwindigkeit des aktuellen Objekts

Zeile 4.
- Ausgabefenster
- Eingabefenster

4.2.1.6. Sonstiges

Beide Versionen von ORBITER besitzen ein Men(, in dem man zahlreiche
simulationsspezifische Einstellungen vornehmen kann. Weiterhin kann man tber
eine spezielle Eingabemaske die einzelnen Korper erstellen oder ihre Eigenschaften
verandern. Die so entstandenen ,Szenarien® konnen in .scn- (ORBITER 2D) bzw.
.sc3-Dateien (ORBITER 3D) gespeichert und von dort auch wieder geladen werden .
Eine nutzliche Option ermdglicht es, die Positionen der Kérper bei jedem
Rechenzyklus tabellarisch in eine LOG-Datei zu schreiben.

4.2.2. Ergebnisse

4.2.2.1. Programm

Das Computerprogramm ORBITER liegt z. Z. in der Version 0.7.5 vor. ORBITER hat
zwar noch einige ,Kinderkrankheiten®, beispielsweise arbeitet es auf einigen
Rechnern nur wenige Sekunden, stoppt dann und rechnet erst auf Tastendruck
weiter, jedoch bin ich zuversichtlich, dieses und einige andere Probleme mit einer
der nachsten Versionen beheben zu kdnnen. Ich habe auch ein Kurzhandbuch fir
ORBITER verfasst. Dieses befindet sich auch in Kapitel 7.3. (im Anhang).

4.2.2.2. Genauigkeit

Um die Genauigkeit der errechneten Daten zu Uberprifen, kénnen die in 4.2.1.3.
genannten programminternen Methoden verwendet werden.

Eine noch bessere Vergleichsmdglichkeit bietet sich nattrlich, wenn man die zu
berechnenden Daten bereits vorher auf andere Weise bestimmt hat. Dies hilft zwar
nicht bei unbekannten Systemen, allerdings kénnen so die in 4.2.1.4. genannten
Methoden zur Erh6hung der Genauigkeit auf ihre Tauglichkeit hin Gberprift werden.
Weiterhin kann so grundsétzlich die Richtigkeit der numerischen Lésungsmethoden
von ORBITER uberpruft werden.

Im Folgenden werden beide Arten der Uberpriifung, teilweise auch kombiniert,
angewendet:

4.2.2.2.1. Pythagoras
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Das Pythagorasproblem fand ich als Beispiel auf S.248 von #Q12. Die drei Korper
befinden sich ohne Anfangsgeschwindigkeit entsprechend der Abbildung #G1 in den
Ecken eines rechtwinkligen Dreiecks mit den Seitenlangen 3m, 4m und 5m. lhre
Massen sind:

1 3.2 1 3.2 1 3.-2
m,=3*—m’s", m, =4* —m°s™ und =5*—m’s
" G ¢ G e G
(G ist die Gravitationskonstante; G=6,672*10" m3 kg™ s?)

Die Abbildungen #G1 und #G2 stammen aus #Q12. #G2 zeigt die Bewegung der
Korper in den ersten 10 Sekunden. #G3 und #G4 sind Simulationen dieser
Bewegung mittels ORBITER 2D. Beide zeigen ebenfalls die ersten 10 Sekunden und
bendtigten eine Rechenzeit von ca. 4 Minuten. Die gestrichelte Linie in #G2
entspricht der grinen Linie in den Simulationen, die gepunktete Linie der blauen und
die durchgezogene Linie der roten. Wie man leicht erkennen kann, stimmt #G3, bei
welchem mit At proportional zum Kehrwert der Beschleunigung ist, nahezu
vollkommen mit #G2 Uberein. Bei #G4 wurde dagegen mit konstanten At gerechnet.
Hier ist kaum eine Ahnlichkeit erkennbar. Diese Tatsache und die Diagramme #G5
und #G6 stehen im Widerspruch zu #Q9. Dort wird n&dmlich gesagt, dass ein flexibler
Zeitschritt At keine grofR3en Vorteile bringt. Ich vermute, dass der Widerspruch darin
begrindet ist, dass in #Q9 nur Systeme simuliert wurden, bei denen die
Entfernungsunterschiede nicht so extrem sind wie hier.

3] °
» A ;
. ,",
0-10
5 4‘ _ L —,—_"é
’;’; vf—'/ - 3
1 =7 Tf? sl, M'( |L
h _.— - ‘;\ -
:.: S -
B ’ —e C T | ’-
[#G1] [#G2]
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[#G3] [#G4]

100

100 <
10 10
—e—const . ¢
—_ X S
S 1 V/X/ —r % 1 *
= /></)\ L%, N
X 2
R S s ' 5 —
——1/a
01 0,1 :

60 50 40 30 20 10 60 50 40 30 20 10
t[s] t[s]

[#G5] [#G6]

Die Diagramme #G5 und #G6 zeigen die Entwicklung von d, bzw d,.., bei

verschiedenem Verhalten von At bei der Berechnung der ersten 10 Sek. des
Pythagorasproblems. Die y-Achse ist logarithmisch eingeteilt. Auf der x-Achse ist die
Rechenzeit des Computers angegeben, sie reicht von 60 Sek. bis 10 Sek. Wie
erwartet steigt die Abweichung mit kleinerer Rechenzeit, da At hier grof3er ist.

In #G5 betragt die Abweichung fur At =konstant stets 100% (Werte grof3er als 100%
wurden als 100% angegeben); die Kurven von At proportional zu r* und At
proportional zu (1/a) liegen nahezu aufeinander.

Sehr interessant ist hier, dass bei #G5 die Berechnung mit At proportional zu r eine
viel gréRere Abweichung hat als At proportional zu r? und At proportional zu (1/a).
Bei #G6 hat At proportional zu r jedoch eine kleinere Abweichung als die anderen
beiden. Hier widersprechen sich also die Aussagen von d, und d,, ., -

Jedoch geht aus beiden Diagrammen eindeutig hervor, dass die in 3.5. genannten
Methoden die Rechengenauigkeit erhéhen.

4.2.2.2.2. 8er Bahn
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[#G1]
Als ich in #Q10 (S. 15-24) von einer neuentdeckten periodischen Losung des
Dreikorperproblems, bei der sich die Korper auf einer 8 bewegen (#G1), erfuhr,
beschaffte ich mir von #Q11 die entsprechenden Daten:

X1=0,97000436m; x,=0,97000436m; x3=0m;
y1=-0,24308753m; y»,=0,24308753m; y3=0m;

V_x1=0,466203685 " : v x,=0,466203685 1 : v_x3=-0,93240737 "
S S S
m m m
v_y1=0,43236573 o V_y»=0,43236573 o ' V_y3=-0,86473146 o ;

— — — 1 3a—2
mi=My=MmMz=-—m's

Zu diesem Beispiel habe ich aus Platzgriinden keine weiteren Grafiken oder Tabellen
eingebaut. #G13 zeigt aber auch, dass ORBITER 2D prinzipiell korrekt funktioniert.

4.2.2.2.3. Sonnensystem

@

N

[#G1]
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Planet | Referenz[m] | Berechnet[m)] | Differenz[m] | Entfernung[m] | Dif./r[%] | Gesamt[%]
X 2,86*10"  |2,83*10™ 3*10° 0,454
'Y | Merkur [-5,13*10°  [-5,14*10"° 1*10° 6,61*10"° 0,151 | 0,605
z -3,04*10°  |-3,04*10™° 0 0
X 2,35*10"  |2,51*10" 1,6*10° 1,47
Y |Venus [-9,64*10° [-9,60*10"° 4*10° 1,09*10" 0,367 [1,83
z -4,48*10°  |-4,48*10" 0 0
X -4,44*10°  |-4,60*10™ 1,6*10° 1,09
Y |Erde [1,29*10""  [1,28*10™" 1*10° 1,47*10" 0,68 1,9
z 5,58*10"°  |5,56*10"° 2*10° 0,136
X 4,6*10"° 4,72*10" 1,2*10° 0,561
Y |Mars [-1,9*10" -1,89*10™ 1*10° 2,14*10" 0,467 |1,07
z -8,82*10°  |-8,81*10™ 1*10° 0,0467
X -6,96*10"  |-6,95*10™" 1*10° 0,123
Y | Jupiter [-3,95¥10""  [-3,96*10™" 1*10° 8,15*10" 0,123 ]0,245
z -1,52*10°  |-1,52*10™ 0 0
X 1,28*10°  [1,29*10%° 1*10™ 0,685
Y |Saturn [-6,24*10""  [-6,24*10"" 0 1,46*10" 0 0,685
z -3,13*10°  [-3,13*10™" 0 0
X 1,11*10%  ]1,12*10™ 1*10" 0,341
Y| Uranus [-2,48*10"  [-2,48*10" 0 2,93*10" 0 0,341
z -1,1*10™ -1,1*10™ 0 0
X 1,61¥10”  ]1,62*10™° 1*10" 0,296
Y| Neptun [-3,89*10"  [-3,89*10" 0 3,38*10" 0 0,296
z -1,63*10°  |-1,63*10" 0 0
X -2,42¥10  |-2,42*10" 0 0
Y|Pluto [-3,71*107  [-3,71*10"7 0 4,45*10% 0 0
z -4,28*10"" | -4,28*10™" 0 0

[#T1]

#G1 zeigt die Simulation unseres Sonnensystems innerhalb eines Intervalls von ca.
10 Jahren (21.01.1984 bis 08.01.1994). Die entsprechenden Daten fur Masse,
Position und Geschwindigkeit stammen aus #Q13 und #Q14. Sie wurden mir
freundlicherweise von Sebastian Naumann zugeschickt.

Tabelle #T1 zeigt eine Gegenuberstellung der von ORBITER 3D berechneten
Positionen der Planeten am 08.01.1994 und deren Position laut #Q14. Diese Daten
sind auf drei signifikante Stellen gerundet. Diese Genauigkeit reicht zwar nicht far
weitere Vergleiche aus, aber sie vermittelt dennoch einen Uberblick tiber die
Fahigkeiten von ORBITER 3D. Die Position jedes Planeten ist in x-, y-, und z-
Koordinaten unterteilt. Die Differenz der berechneten Daten und der Referenzwerte
wird in der entsprechenden Spalte angegeben. Um einen objektiven Wert zu haben,
ist in der Spalte Dif./r der Quotient aus Abweichung und momentaner Entfernung des
jeweiligen Planeten zur Sonne angegeben. Die letzte Spalte gibt die gesamte
prozentuale Abweichung eines Planeten an. Diese ergibt sich, indem man die
Summe der Differenzen durch die Entfernung dividiert.

Diese Simulation arbeitete mit einem konstanten At=1s. Aufgrund dieser kleinen
Schrittweite war die notwendige Rechenzeit entsprechend grol3, sie betrug ca. 11
Std. und 10 Min. Bei einer anderen Simulation mit At=10s waren die meisten
prozentualen Gesamtabweichungen ebenfalls in einer annehmbaren
GroéfRenordnung. Eine gravierende Ausnahme bildete allerdings Merkur, dessen
Abweichung ca. 45% betrug.
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4.2.3. Diskussion

Das Programm ORBITER hat zwar noch einige Mangel, wie z.B.
Kompatibilitdtsprobleme, jedoch werden die in der Einleitung gestellten Forderungen
ausreichend erfullt.

Es gibt vielfaltige Moglichkeiten, diese Arbeit weiterzufthren:

Man kénnte beispielsweise die Geschwindigkeit erhéhen, indem man das dritte
Newtonsche Gesetz anwendet, welches besagt, dass die Kréfte, die zwei Korper
aufeinander austben gleich grol3 und entgegengesetzt gerichtet sind. Somit musste
nur eine der beiden Krafte berechnet werden. Eine weitere Mdglichkeit ware es, ein
anderes Verfahren zur numerischen Integration zu benutzen (z.B. das Runge-Kutta-
Verfahren). Eventuell werde ich noch eine Routine zur Uberpriifung der Erhaltung
des Gesamtimpulses einbauen, da entsprechende Abweichungen Anzeichen von
Berechnungsfehler sind. Es gabe auch die Mdglichkeit, ORBITER so zu modifizieren,
dass per Zufallsgenerator Korper erzeugt werden (mit zuféalligen Massen, Positionen
und Geschwindigkeiten). Deren Bewegung kdnnte es eine bestimmte Zeitlang
simulieren, nach bestimmten Kriterien beurteilen und die Ergebnisse in eine
Auswertungsdatei schreiben. So ware es beispielsweise mdglich, eine Statistik zu
erstellen, in wieviel Prozent der Falle der Korper mit der kleinsten Masse ins
Unendliche flieht und wie oft dies ein anderer Korper tut.
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7. Anhang
7.1. Weitere Beweise und Herleitungen

7.1.1. Gesamtenergie auf einer Ellipsenbahn

Dieser Beweis zeigt, dass die Gesamtenergie W, auf einer Ellipse
= LegrmemrList
a
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(G =Gravitationskonstante; a =grol3e Halbachse; M =felderzeugende Masse;
m=Probemasse)

v, ist die Geschwindigkeit im Aphel

Vv, ist die Geschwindigkeit im Perihel

r, ist die Entfernung im Aphel #El:r, =a+e
r. ist die Entfernung im Perihel  #E2: r, =a-e

#HE3: W, :%* m* v?

HEA: W, =-G*m*M* 1
;

HES: W, =W, +W

#EG: W, +W

kinp

+Wp0tp = W

kina

| Energiesatz

pot
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#E3: und #E4: in #E6:  #ET: :—ZL* m* v, —G*m* M 1 2%* m*v,” —G* m* M 1

Mo M
#E8: Tey2oGrMr t=tey2grmxt
2 e 2 N
#EO9: %*vp *rp = %*VA* ra | zweites Kepler-Gesetz (Flachensatz)

]
#E10: v, =V, * &
r

A

H#E10: in #E8:  #E11: %*vpz —GrMr L=
rP

N

*

)

*
>ﬁ|_uﬂ
CTIT

|

(0]

*

<

*
>q|l—‘

2

r

HE12: v,2 -V, * B =05 GrM* -5 G ML
(N I (N

o’ 1 1

r-A rP r.A

2 A2+rp2 rA_rP

H#E14: v,° * S-[=2vGrM*A 2

rA r.A*rF‘

2 —
#E15: v,” =2*G* M * : iAr **(EFA : Jrrpr) )
A lp A P

2
#E1und #E2 in #E15  #E16: v,2 =2*G* M * (a+ef*(@a+e)-(a-e))

@+e) (a-e) (a+ef +(a-ep)

2*e* (a+e)
(a-e)* (a2 +2*a*e+e?)+(a® -2*a*e+e?))

#EL17: v,” =2*G*M *

2*e* (a+e)

#E18: v, =2*G* M *
- 4*a*e* (a-e)

+
HE19: v,2 =G*M* o
a*(a-e)

#E20: Wy =W, +W,
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#E3 und #E4 in #E20  #E21: W, = %* M*v,2 —G*me M %L

e
+
HE2 Und #E19 i #E21  #E22: W = *m*G*M*— o€ _GrmrMr 1
2 a*(a-e) a-e
HE23: W, =G*mrMrg e 1
Pa*(a-e) a-e
HE24: W, =G*m* M * 3ot 6728 1
* a*(a-e)f
HE25: W _ =G*m*M*H o & 5
: a* (a-e)f]
HE26: W, =G*m*M* 5 &
a*(a-e)f
e
HE2T: W, =G*m*M * 5= (a-e)]
a*(a-e)f]
HE28: W, = —2%G*m* M *
2 a

7.1.2. Entfernungssumme und Tangentenwinkel

1. Entfernungssumme:

Dieser Beweis zeigt, dass die Summe s der Entfernungen eines beliebigen Punktes
P einer Ellipse zu den beiden Brennpunkten stets 2a betragt.
(Dies erfolgt in Anlehnung an #Q15.)
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[#G1]
Wir wéhlen einen beliebigen Punkt P der Ellipse, dieser hat die Koordinaten x und y.
Laut #G1 gilt dann fur die Brennstrahlen (die Position der Brennpunkte ist so
definiert, dass a® =b” +¢€? gilt):
#E1: s =(e+x)* +y?

und

#E2: s,” = (e—-x)* +y?

-
Einschubl:
Fur einen Kreis mit dem Radius a gilt:
#E3: x*+y*=a’

Da man eine Ellipse als einen entlang der Geraden durch die Brennpunkte
gestreckten Kreis auffassen kann, gilt (mit k als Streckfaktor):

#E4: x2+BXg:a2
kO
ses: FE LAY H o
a0 MrAa*kO
Da b=a*k gilt, folgt:
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#EG: Bﬁg +
(]

O <

=1

O

2 2
XY
HET: ot =

Da (laut der Definition von e) b? = a® —¢? qilt, folgt:

2 2

XLy
#ES: ot =1

Weiterhin erfullt P die Ellipsengleichung (siehe #E8):

X2 y2
#E9: —+ =1
a® a’-¢€°
2% (a2 _ A2
HE10: y? =@’ -’ -2 & “CJ (8.2 )
a
2
HE11: y? :az_ez_xz*%_e_g
a2

2

2
HE11in #E1 #E12: s° =(e+x) +a2 - —x2* é_e_g

D

e2
a2

#E13: s’ =e? +2%e* x+x?+a’ -’ - x? + x**

e2
a2

#E14: s =a? +2%e* x+ x**

HE15: s” =R+ <+ €H
0 af]
Da wir einen positiven Wert fur die Streckenlange s, suchen, wahlen wir hier:

#E16: s, =a+ xx &
a

#E11in#E2 #E17:s,” =(e-x)+a®-e® -x** %—

QJN| ,
LI
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e
#E18: s, =€’ 2% e* x+x* +a’ -’ - X2 + X2 * =
a

2

HE19: 5,2 =@’ — 2% e¥ x+ X2 * =
a

#E20: 322 = Ea—x*gg
O ag
Da wir einen positiven Wert fur die Streckenlange s, suchen, wahlen wir hier:

#E21: s, = a—x*E
a

Fur die Summe s der Brennstrahlen gilt:
#E22: s=s +5,

HE16 und #E21 in #E22  #E23: sza+ x* S +a-x* =

a a
#E24: s=2*a

2. Tangentenwinkel:

Dieser Beweis zeigt, dass die Tangente t an einen Punkt P einer Ellipse stets gleiche
Winkel (B und y) mit den entsprechenden Brennstrahlen einschliel3t (also dass

stets B =y qilt).
(Dies erfolgt in Anlehnung an #Q15.)
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[#G2]

Wir verlangern s, um s, Uber P hinaus zu A. Dann gilt F A =2* a. Das Dreieck
AF,PA ist gleichschenklig. t ist die Winkelhalbierende des Winkels F,PA und teilt ihn

in 2*a (tist auch gleichzeitig Mittelsenkrechte zu F,A). Die Gerade t kann aber nur

einen Punkt mit der Ellipse gemeinsam haben, da aufgrund der Dreiecksungleichung
fur jeden anderen Punkt P’ die Summe der Brennstrahlen s' und s, groRer als 2* a

ist (siehe AF,P'A). Darum istt Tangente der Ellipse im Punkt P. Damit sind  und y
gleich gro3, da B und (der obere Winkel) a Scheitelwinkel sind.

7.1.3. Bestimmung einer Ellipsenbahn
Wir kennen die Masse M des Zentralkorpers (dieser befindet sich in F3), die relative

Position der Probemasse P (also auch ) und deren Geschwindigkeitsvektor V.
Im Folgenden gilt r =|r| und v=|v|.
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[#G1]

1. Bedingung fir die Existenz der Ellipse:

HEL: W, +W, <0
HE2: W, <-W.,

2 *
4E3: L G'M
2 r

2. Bestimmung der ,GroRen Halbachse" a:

HEL Wy =W, + W,
1 2 1
HE2: Wi =§* m*v:-G*m*M * —
r

Laut #E7.1.1.28 qilt aber auch:

HE3: Wy = —E*G* m* M 1
2 a
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#E3 =#E2 #E4: —%*G* m* M *

Q|-

Lo —grmrmrd
2 r

2*G*M —Vv?*r
r

#ES: G*M*i=
a

* (% 2%
#E6:1=2G M-v*r
a G*M*r

* *
#ET a=_— o MIT
2 G*M V2 *r

3. Bestimmunq der linearen Exzentrizitat e:

Laut dem Cosinussatz gilt:

#E8: (2*e)f =r2+(2*a-r) —2*r*(2*a-r)* cos(r- 2* a)
Da cos(ir— 8) = —cos(B) folgt:

#E9: (2*e)f =r?+(2*a-r)* -2*r*(2*a-r)* (- cos(2* a))

HE10: 4*€® =r2+4%a’ —4*a*r+r2+(2*r2 4% a*r)* (-cos(2* a))

2 2

#E11: € =a° +%—a*r +E§—a*r%(—cos(2*a))
2

#HE12: € =a’ + % —a*r F (1-cos(2* a))

Da wir einen positiven Wert fur e suchen, wahlen wir hier:

#E13: e= \/az + EEZ —arr E‘ (1-cos(2* a))

4. Konstruktion des Zweiten Brennpunkis:

L1111

Der Geschwindigkeitsvektor v steht tangential auf der Ellipsenbahn. Laut 7.1.2.
schlieRen die Brennstrahlen an einen Punkt P der Ellipse gleiche Winkel a mit der
Tangenten t an diesen Punkt ein. So lasst sich die (von P ausgehende) Halbgerade h
konstruieren, die (entsprechend #G1) mit der Strecke r den Winkel m—2a und mit t
den Winkel a einschliel3t. Da, ebenfalls laut 7.1.2., die Summe der Entfernungen zu
den beiden Brennpunkten fur jeden Punkt einer Ellipse 2a betragt, schneidet der
Kreis um P mit dem Radius 2a-r die Halbgerade h in F,.
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7.1.4. Beweis, dass sich #E2.3.1.24 und #E2.3.2.21 entsprechen

Gleichung #E2.3.2.21 lautet:

#El:t:1/2 G M éarctmﬁ+ \/7%

I_Einschub 1:
es gilt:
#E2: (sina)’ +(cosa )’ =1
weiterhin gilt

#E3: tang = N9

cosa

#E4: tana * cosa =sina

#E4 in#E2  #E5: (tana )’ * (cosa )’ + (cosa )’ =1

#E6: (tana )’ +1= ! .
cosa )

1
#E7: (cosa )’ = ———
(cosa) (tana )’ +1

hier gilt:

#ES8: a :arctanwfg—l
. /d 1
#E8 INn#E 7  #EO9: %os%vctan ——1% =
r d %
+1

Ean%vctan —=1
r
#E10: E:osEarctan‘/E—lgzd 1
' Ras!
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#E11: %os%rctan,/g—1% =
r

#E12: cos%ctm1/9—1E i\/g
r

da D :{O..d} der Definitionsbereich fir r ist,

folgt 051/%—1S00,

da W = H)%@ der Wertebereich von arctan x flir 0< x< oo ist,

o=

folgt O < arctan %—1sg,

da W ={0..1} der Wertebereich von cosa fir 0<a < g ist,

folgt 0< cos%vctanw/E —1E§ 1,
r

da weiterhin R; der Wertebereich von \/g ist (da r und d reell sind),

wahlen wir;

#E13: cos%vctam/9 —1@: +\/E
r d
d r
#E14: arctan.|— —1 = arccos E
r
L

#E14 in #E1  #E15: t = [arccos\/7+— %
G*M &

/Z*G*M
#E16: t=d* * [@rccos +—*
VZ*G*M Ear \/7 V %
/Z*G*M
d
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#EL17: t = d *2*\/2 G*M *\/ *[arccos\/7 %
2% M d 2*G*M &

2% |G*
d

#E18: t = d * Q* arccos\/7+ 2% — %
/Z*G* M 7 V
2" d

HE19: t = 23 : *[z*arccos\f+2* 1/ -
o G*M g
V' d

0 *pr2% A _AN*xp3
#E20: t = d *Ez*arccos\/z+ H4 ' 2d anr
2*G*M d \H d?*r
o o d

] *xr*xd _AN*xy?2
#E21: t *Q*arccos\/7+ E‘%‘Af ' d2 o
/2*G*M E d

O * *p2
#HE22: t = d *Q*arccos\/z+ - —2*2 rié ;
2*G*M E d d d
Vo

laut Binomen:
0 *
#E23: t = S - *Eiz*arccos\/z+\/%—5.—2 rgEE
o [2°G*M [ d 0 d O
d
0 *
#E24: t = S* *Eiz*arccos\/gn/%—%g%
” [2 c; M H U DEH

r
Einschub 2:
laut #Q3 S.156 gilt folgendes Additionstheorem:

#E25: cos(a + B) = cosa * cosfB —sina *sin
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fur a = B folgt:

#E26: cos(2* a)=(cosa)’ - (sina)’

es gilt:

#E27: (sina)’ +(cosa )’ =1

#E28: (sina)’ =1-(cosa )’

#E28 in #E26  #E29: cos(2* a) = (cosa )’ -1+ (cosa )’
#E29: cos(2* a)=2* (cosa )’ -1

#E30: 2*a = arccos(z* (cosa )® —1)

fur a = arccosx folgt:

#E31: 2* arccosx = arccos(2* (cos{arccosx))’ ~1)
#E32: 2* arccosx = arccos(2* X ~1)

#E33: 2* arccosx = arccos|- (1- 2% x?))

#E34: 2* arccosx = arccos(— cos(arccos(l— 2% xz)))
da - cosf = cos(rr - ) folgt:

#E35: 2* arccosx = arccos(cos(n— arccos(l— 2% xz)))

#E36: 2* arccosx = n—arccos(l— 2% x2)
r
fur x=,|— folgt:
5 1l
#HE37: 2* arccos\/E = n—arccosB.—Z* LH
d O dQ

— *
#E38: 2* arccos\/E = JT— arccos Gl E
d 0O d
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O *
#E38 in #E24  #E39: t = d *Er—arcco J% Ed_izg

o [2G*M
d

Gleichung #E38 ist identisch mit Gleichung #E2.3.1.24. (t' aus #E2.3.1.24 entspricht
t #E38)

Damit ist bewiesen, dass 2.3.1. und 2.3.2. zu aquivalenten Losungen fuhren.
7.2. Zahlenbeispiele und Graphen

7.2.1. Zahlenbeispiel zu 2.2.

Ein Korper startet zur Zeit t, =0 in der Entfernung r, =10"m zur Zentralmasse

M =10°kg , die Anfangsgeschwindigkeit v, =10' ™ steht senkrecht auf F,. Der
S

Kdrper befindet sich im Perihel, daher gilt ¢ =0.
Wo befindet sich der Kérper nach t =5000s (¢' und r')?

1. Schritt:
Laut #E7.1.3.7 qilt:

G*M*r

#E1l: a= 5
2*G*M —v° *

mit M =10%kg, r =r, =10'm und v=v, =10* " folgt:
s

#E2: a=1.99510'm
2. Schritt:
Wir kbnnen hier #£2.3.1.10 benutzen:

2% r*
M
a

Q

#E3: T =
G*

mit M =10kg und a folgt:

#E4: T =2.168*10%s

3. Schritt:
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Da der Korper im Perihel startet, gilt:
#HES: e+r,=a
#E6: e=a-r,

da e=¢*a folgt:

r
#E7: e=1--%

a
#E8: £ =0.4988
4. Schritt;

Wir setzen T, t und ¢ in #E2.2.8 ein und ermitteln ¢'=¢ numerisch (im Intervall
von u bis 2* ):

#E9: ()'=1.918

5. Schritt:

Mittels #E2.2.26 errechnen wir ¢'=¢ , indem wir € und ¢ =¢' einsetzen :
#E10: ¢'=2.371

Mittels #E2.2.29 errechnen wir r'=r, indem wir € und ¢ =" einsetzen :

#E11: r'=2.334°10'm

7.2.2. Graph zu 2.3.1.

#G1 zeigt zwei Funktionen, die auf unterschiedliche Weise den Fall zweier
Massepunkte (aufeinander zu) beschreiben (wobei die Masse des einen Korpers
relativ zu der des anderen Korpers zu vernachlassigen ist). Die obere Funktion (grun)
beschreibt den Bewegungsvorgang unter der Annahme, dass die Beschleunigung
konstant sei und der Anfangsbeschleunigung entsprache. Die untere Funktion (rot)
beschreibt den Bewegungsvorgang genauer, indem sie berticksichtigt, dass sich die
Beschleunigung wahrend des Falls &ndert, sie entspricht #£2.3.1.24.

In diesem Beispiel wurden M =10%kg als Masse des Zentralkdrpers und d =10'm
als Anfangsentfernung verwendet.
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Auf der x-Achse ist der Abstand (in Metern), den die beiden Korper zueinander
haben, angegeben. Auf der y-Achse ist die Zeit (in Sekunden) angegeben, die die
Korper brauchen, um vom anfanglichen Abstand d in den entsprechenden neuen
Abstand zu gelangen.

7.2.3. Zahlenbeispiel zu 2.3.2.

Ein Korper startet zur Zeit t, =0 aus der Ruhelage in der Entfernung d =10"m zur

Zentralmasse M =10%kg .

Wo befindet er sich nach t =1000s?

Hierzu setzen wir einfach M =10”kg, t =1000s und d =10"m in #E2.3.2.21 ein,
I6sen numerisch nach r auf (im Intervall von 0 bis d) und erhalten:

#E1: r =6.156*10°m

7.2.4. Graphen zu 2.3.3.

#G1 zeigt 5 Graphen der Funktion #E2.3.3.31, die den Fall zweier Massepunkte
(aufeinander zu) beschreibt (wobei die Masse des einen Kérpers relativ zu der des
anderen Korpers zu vernachlassigen ist). Der ,leichtere* Kdrper hat eine beliebig
grof3e Anfangsgeschwindigkeit v,, welche direkt auf den anderen Kérper hin

gerichtet ist.

In diesem Beispiel wurden M =10%kg als Masse des Zentralkérpers und d =10"m

als Anfangsentfernung verwendet. Die 5 Graphen entsprechen laut der folgenden
Auflistung (von oben nach unten) unterschiedlichen Werten von v,:

V, = Og (gran)
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v, =5¢10° 1 (lila)
S
v, =10° " (blau)
S
v, =2*10* m (rot)
S

v :1052 (pink)

12001
10001
800
t[s]
B00

400+

200

ot ©2edE deHB 'r[m]' Getls  Betls  le+d7?

[#G1]

Auf der x-Achse ist der Abstand (in Metern), den die beiden Korper zueinander
haben, angegeben. Auf der y-Achse ist die Zeit (in Sekunden) angegeben, die die
Korper brauchen, um vom anféanglichen Abstand d in den entsprechenden neuen
Abstand zu gelangen.

#G2 zeigt den Graphen der Funktion #E2.3.3.31, wobei die Abhangigkeit der Fallzeit
von der Anfangsgeschwindigkeit dargestellt wird.

In diesem Beispiel wurden M =10%kg als Masse des Zentralkorpers, d =10"m als
Anfangsentfernung und r = 0m als Endentfernung verwendet.
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Auf der x-Achse ist die Anfangsgeschwindigkeit (in Metern pro Sekunde) angegeben.
Auf der y-Achse ist die Zeit (in Sekunden) angegeben, nach der die beiden Korper
den Abstand r = 0m haben.

7.2.5. Zahlenbeispiel zu 2.3.3.

Ein Korper startet zur Zeit t, =0 in der Entfernung d, =10'm zur Zentralmasse
M =10%kg, die Anfangsgeschwindigkeit v, =10 — ist direkt auf die Zentralmasse
S

hin gerichtet. Nach welcher Zeit t erreicht der Korper die Entfernung d, =5*10°m
auf der anderen Seite der Zentralmasse?

(Dies geschieht unter der Voraussetzung, dass er die Zentralmasse unendlich nah
passiert.)

1. Schritt:
t, ist die Zeit die der Korper braucht, um von d, zur Zentralmasse zu kommen

(r =0m). Wir setzen M =10°kg, v, :104%, r=0mund d =d, =10"m in #£2.3.3.31

ein und erhalten:

#E1: t, = 62755
(fur r = 0m muss man einen Grenzwert bilden)

2. Schritt:

Mit Hilfe des Energiesatzes ermitteln wir die Geschwindigkeit v,' des Kdrpers bei
d, =5*10°m:
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1

HED: Sry,?-G¥ M * - = L
2 d,

*VOZ—G*M * =
d,

N

HE3: v, 2=V, —2*G* M *di+2*G*|v| *di

1 2

#EA4: vo'=i\/v02—2*G*M*di+2*c;*|v|*di

1 2

da wir eine positive Geschwindigkeit wollen, wahlen wir + \/_:

#ES5: v,'=+ v02+2*G*M*%_iE
» 4

H#E6: v,'~15279"
S

3. Schritt:

t, ist die Zeit, die der Korper braucht, um von der Zentralmasse zu d, zu kommen.
t, ist aber auch gleich der Zeit, die der Kérper braucht, um von d, zur Zentralmasse
zu kommen (r = 0m). Da wir laut #E6 die Geschwindigkeit bei d, kennen, kbnnen
wir t, berechnen. Wir setzen M =10°kg, v, =V,', r =0m und d =d, =5*10°m in
#E2.3.3.31 ein und erhalten:

#E7: 1, =212.3s
(fur r = 0m muss man einen Grenzwert bilden)

4. Schritt:
Jetzt kdnnen wir die Zeit t berechnen, die sich aus t, und t, zusammensetzt:
#ES: t =t, +t,

#E9: t = 840s

7.2.6. Zahlenbeispiel zu 3.3.1.

Zwei Korper starten zur Zeit t, =0 aus der Ruhelage in der Entfernung d =10°m zu
einander. Ihre Massen lauten m, =10*kg und m, =10%°kg.
Nach welcher Zeit t haben die beiden Kérper nur noch den Abstand r = 2*10'm?
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Hierzu setzen wir einfach m, =10*kg, m, =10%kg, r =2*10"m und d =10°m in
#E3.3.1.17 ein und erhalten:

#EL1: t =3.934*10%s

7.3. Handbuch (alle Kapitelangaben beziehen sich auf Unterkapitel dieses Kapitels)

Kurzhandbuch zu ORBITER 0.7.5
25.03.2001

Einleitung
Copyright
Interface

Menu
Tastaturbefehle
Logdatei

ogakrwnE

1. Einleitung

ORBITER ist ein Mehrkorpersimulationsprogramm. Es berechnet die Bewegung von
punktférmigen Massen in der Ebene und im Raum. Die Ergebnisse werden graphisch dargestellt.
ORBITER wurde im Rahmen einer Jugend forscht-Arbeit entwickelt. Es besteht aus den zwei
Hauptkomponenten ORBITER 2D und ORBITER 3D.

An verschiedenen Stellen des Programms gibt es die Moglichkeit, Daten einzugeben. Das kann in
dezimaler Schreibweise (0.002) oder in exponentieller Schreibweise (2.00000000000000000E-
0003) erfolgen.

Bei Fragen, Anregungen oder sonst irgend etwas: orbiter@physiksammlung.de

2. Copyright
ORBITER Version 0.7.5 Copyright (C) 2000/2001 by Michael Miller
(zu beziehen bei http://www.physiksammlung.de bzw. http://www.physiksammlung.de/orbiter/)
ORBITER untersteht der GNU General Public License (siehe gpl.txt).

ORBITER benutzt die GraphiX-Bibliothek (Copyright (c) 1999-2000 Michael Knapp; contact:
mknapp@gmx.at; zu beziehen bei http://programmierer.freepage.de/graphix/)

3. Interface

ORBITER besitzt ein ausblendbares Interface, von dem man viele wichtige Daten ablesen kann.
Dieses Interface besitzt bei ORBITER 2D 17 Elemente und bei ORBITER 3D 20 Elemente. Diese
werden nun Zeile fur Zeile, von links nach rechts, erlautert.

3.1. ORBITER 2D
Zeile 1:
- berechnete Zeit des simulierten Mehrkdrper-Systems (in Sekunden)
aktueller Zeitschritt At (in Sekunden)
bisherige Rechenzyklen
Name des aktuellen Objekts
Masse des aktuellen Objekts (in kg)

Zeile 2:

- X-Koordinate des zentrierten Punkts (in m)

- y-Koordinate des zentrierten Punkts (in m)

- Radius des aktuellen Objekts (ist immer 0, da die bisherige Version von ORBITER
nur mit punktfdrmigen Massen rechnet)

- x-Koordinate des aktuellen Objekts (in m)

- y-Koordinate des aktuellen Objekts (in m)

Zeile 3:
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aktuelles dyc (in Prozent); dieser Wert gibt die Abweichung einer Grof3e namens ,aktive
Energie” an

aktuelles d,; dieser Wert gibt die prozentuale Abweichung der Gesamtenergie des
Systems an

Uhrzeit

x-Komponente der Geschwindigkeit des aktuellen Objekts (in m/s)

y-Komponente der Geschwindigkeit des aktuellen Objekts (in m/s)

Zeile 4:
- Ausgabefenster
- Eingabefenster

3.2. ORBITER 3D

Zeile 1:

berechnete Zeit des simulierten Mehrkdrper-Systems (in Sekunden)

aktueller Zeitschritt At (in Sekunden)

bisherige Rechenzyklen

Name des aktuellen Objekts

Masse des aktuellen Objekts (in kg)

Radius des aktuellen Objekts (ist immer 0, da die bisherige Version von ORBITER
nur mit punktférmigen Massen rechnet)

Zeile 2:

x-Koordinate des zentrierten Punkts (in m)
y-Koordinate des zentrierten Punkts (in m)
z-Koordinate des zentrierten Punkts (in m)
x-Koordinate des aktuellen Objekts (in m)
y-Koordinate des aktuellen Objekts (in m)
z-Koordinate des aktuellen Objekts (in m)

Zeile 3:

aktuelles dyc (in Prozent); dieser Wert gibt die Abweichung einer Gré3e namens ,aktive
Energie” an

aktuelles d,,; dieser Wert gibt die prozentuale Abweichung der Gesamtenergie des
Systems an

Uhrzeit

x-Komponente der Geschwindigkeit des aktuellen Objekts (in m/s)

y-Komponente der Geschwindigkeit des aktuellen Objekts (in m/s)

z-Komponente der Geschwindigkeit des aktuellen Objekts (in m/s)

Zeile 4:
- Ausgabefenster
- Eingabefenster

4. Menu
ORBITER besitzt ein Menu-System, mit dem es mdglich ist, eine Reihe von Optionen einzustellen.

4.1. ORBITER 2D

4.1.1.
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Hauptmend

'Simulation starten’ / 'Simulation neustarten’ — Starten/Neustarten der Simulation

'Simulation fortsetzen’ — eine bereits gestartete Simulation fortsetzen

'Einstellungen’ — siehe 4.1.2.

'ini laden’ — Laden einer .ini Datei mit speziellen Optionseinstellungen

'ini speichern’ — Speichern der aktuellen Optionen in einer .ini Datei

'Scenario Optionen’ — siehe 4.1.3.

'Scenario Laden’ — laden einer .scn Datei mit einem speziellen Scenario; eventuell

auch Laden einer .cch Datei mit gespeicherten Punkten

'Scenario speichern’ — Speichern des aktuellen Scenarios in einer .scn Datei;

eventuell auch Speichern der berechneten Punkte aus dem



Screencache in einer .cch Datei
‘Extras’ — siehe 4.1.4.
'Hilfe’ — siehe 4.1.5.
‘Beenden’ — Beenden des Progamms

4.1.2. Einstellungen
'Grafik’ — siehe 4.1.6.
'Rechen-Optionen’ — siehe 4.1.7.
'Energie-Optionen’ — siehe 4.1.8.
'LOG-Datei’ — siehe 4.1.9.
'Sonstiges’ — siehe 4.1.10.
"zurlick’ — zurtick zum Hauptmeni

4.1.3. Scenario Optionen
'neues Scenario’ — Erstellen eines neuen Scenarios mit Hilfe einer Eingabemaske:
Eingabemaske:
'Name’ — Name des Objekts
'X[m]" — x-Koordinate in Metern
'y[m]' — y-Koordinate in Metern
'v_x[m/s] — x-Komponente der Geschwindigkeit in Meter pro
Sekunde
'v_y[m/s]’ — y-Komponente der Geschwindigkeit in Meter pro
Sekunde
'Masse[kg]’ — Masse in Kilogramm
‘color’ — Farbe des Objekts als Wert zwischen o und 255
'Scenario bearbeiten’ — Verandern der Objektdaten
"zurlick’ — zurtick zum Hauptmenu

4.1.4. Extras
'Colortable’ — Anzeigen einer Farbtabelle mit den Farben von 0 bis 255
"zurlick’ — zurtick zum Hauptmeni

4.1.5. Hilfe
'Info’ — Informationen Uber das Programm
"zurlick’ — zurtick zum Hauptmeni

4.1.6. Grafik
'Auflésung’ — Einstellen der Bildschirmauflésung der Simulation (von 800x600
bis 1600x1200)
'bgcolor’ — Einstellen der Hintergrundfarbe der Simulation als Wert zwischen o
und 255

'Panel ist an’ / 'Panel ist aus’ — das Interface ein-/ausschalten

'All Pixel ist an’ / 'All Pixel ist aus’ — jeden berechneten Pixel anzeigen / 'Pixel
pro Sekunde’ beachten

'Pixel pro Sekunde’ — Anzahl der Pixel, die pro (Scenario — interne) Sekunde

angezeigt werden
'Show-Zyklus’ — ein hoher Wert soll bei sehr schnellen Computern ein Flimmern
des Interface vermindern
"zurlick’ — zurtick zu den Einstellungen

4.1.7. Rechen-Optionen
‘dt=const’ / 'dt proportional zu r’ / 'dt proportional zu r® / 'dt proportional zu (1/a)’ —
Zeitschritt dt ist konstant / ist proportional zum kleinsten Abstand zweier Kérper / ist
proportional zum Quadrat des kleinsten Abstand zweier Korper / ist antiproportional zur
gréRten im System auftretenden Beschleunigung

'Spezialeingabe ist an’ / 'Spezialeingabe ist aus’ — Benutzung des jeweiligen
Proportionalitatsfaktors /
Benutzung von dt in Sekunden
'dt[s]’ / ' TproR[s/m]’ / "TproR?[s/m’' / TmultiA[m/s]’ — Eingabe von dt in
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Sekunden bzw. Eingabe

des jeweiligen

Proportionalitatsfaktors
"zurlick’ — zurtick zu den Einstellungen

4.1.8. Energie-Check
"W-Check ist an’ / 'W-Check ist aus’ — die Uberpriifung der Energieabweichung
wird benutzt / wird nicht benutzt

'W-Grenze(%)’ — Angabe der Abweichung, bei der die Simulation stoppt

"W (act)-Check ist an’ / 'W(act)-Check ist aus’ — die Uberpriifung der Abweichung
der "aktiven Energie’ wird benutzt
/ wird nicht benutzt

"W (act)-Grenze(%)' — Angabe der Abweichung, bei der die Simulation stoppt

"zurlick’ — zurtick zu den Einstellungen

4.1.9. LOG-Datei
'LOG an’/ 'LOG aus’ — Logdatei wird benutzt / wird nicht benutzt
'LOG allistan’ / 'LOG all ist aus’ - jeden berechneten Datensatz speichern /
'LOGs pro Sekunde’ beachten
'LOGs pro Sekunde’ - Anzahl der Datensatze, die pro (Scenario — interne)
Sekunde gespeichert werden

'LOG-Style: complete’ / 'LOG-Style: easy’ — Datenséatze werden mit maximaler
Genauigkeit gespeichert /
Datensatze werden mit geringerer
Genauigkeit gespeichert

'LOG-Datei-Name’ — Name der Logdatei

"zurlick’ — zurtick zu den Einstellungen

4.1.10. Sonstiges
'movestep[m] — GréR3e eines Bewegungsschritts in Metern
‘turnstep[rad]’ — GroR3e einer Drehung im Bogenmaf3
'zoom’ — Zoomfaktor
"zurlick’ — zurtick zu den Einstellungen

4.2. ORBITER 3D

4.2.1. Hauptmenu

'Simulation starten’ / 'Simulation neustarten’ — Starten/Neustarten der Simulation

'Simulation fortsetzen’ — eine bereits gestartete Simulation fortsetzen

'Einstellungen’ — siehe 4.2.2.

'in3 laden’ — Laden einer .in3 Datei mit speziellen Optionseinstellungen

'in3 speichern’ — Speichern der aktuellen Optionen in einer .in3 Datei

'Scenario Optionen’ — siehe 4.2.3.

'Scenario laden’ — Laden einer .sc3 Datei mit einem speziellen Scenario; eventuell

auch Laden einer .cc3 Datei mit gespeicherten Punkten

'Scenario speichern’ — Speichern des aktuellen Scenarios in einer .sc3 Datei;
eventuell auch Speichern der berechneten Punkte aus dem
Screencache in einer .cc3 Datei

'Extras’ — siehe 4.2.4.

'Hilfe’ — siehe 4.2.5.

‘Beenden’ — Beenden des Progamms

4.2.2. Einstellungen
'Grafik’ — siehe 4.2.6.
'Rechen-Optionen’ — siehe 4.2.7.
'Energie-Optionen’ — siehe 4.2.8.
'LOG-Datei’ — siehe 4.2.9.
'Sonstiges’ — siehe 4.2.10.
"zurlick’ — zurtick zum Hauptmenu
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4.2.3. Scenario Optionen
'neues Scenario’ — Erstellen eines neuen Scenarios mit Hilfe einer Eingabemaske:

Eingabemaske:
'Name’ — Name des Objekts
'X[m]" — x-Koordinate in Metern
'y[m]' — y-Koordinate in Metern
'z[m]’ — z-Koordinate in Metern
'v_x[m/s] — x-Komponente der Geschwindigkeit in Meter pro

Sekunde

'v_y[m/s]’ — y-Komponente der Geschwindigkeit in Meter pro
Sekunde

'v_z[m/s]' — z-Komponente der Geschwindigkeit in Meter pro
Sekunde

'Masse[kg]’ — Masse in Kilogramm

‘color’ — Farbe des Objekts als Wert zwischen o und 255
'Scenario bearbeiten’ — Verandern der Objektdaten
"zurlick’ — zurtick zum Hauptmenu

4.2.4. Extras
'Colortable’ — Anzeigen einer Farbtabelle mit den Farben von 0 bis 255

"zurlick’ — zurtick zum Hauptmeni

4.2.5. Hilfe
‘Info’ — Informationen Uber das Programm
"zurlick’ — zurtick zum Hauptmenu

4.2.6. Grafik
'Auflésung’ — Einstellen der Bildschirmauflésung der Simulation (von 800x600
bis 1600x1200)
'bgcolor’ — Einstellen der Hintergrundfarbe der Simulation als Wert zwischen o
und 255
'Panel ist an’ / 'Panel ist aus’ — das Interface ein-/ausschalten
'All Pixel ist an’ / 'All Pixel ist aus’ — jeden berechneten Pixel anzeigen / 'Pixel
pro Sekunde’ beachten
'Pixel pro Sekunde’ — Anzahl der Pixel, die pro (Scenario — interne) Sekunde
angezeigt werden
'Show-Zyklus’ — ein hoher Wert soll bei sehr schnellen Computern ein Flimmern
des Interface vermindern
"zurlick’ — zurtick zu den Einstellungen

4.2.7. Rechen-Optionen
‘dt=const’ / 'dt proportional zu r’ / 'dt proportional zu r* [ 'dt proportional zu (1/a)’ —
Zeitschritt dt ist konstant / ist proportional zum kleinsten Abstand zweier Korper / ist
proportional zum Quadrat des kleinsten Abstand zweier Korper / ist antiproportional zur
gréRten im System auftretenden Beschleunigung

'Spezialeingabe ist an’ / 'Spezialeingabe ist aus’ — Benutzung des jeweiligen
Proportionalitatsfaktors /
Benutzung von dt in Sekunden
'dt[s]’ / ' TproR[s/m]’ / "TproR?[s/m’]' / TmultiA[m/s]’ — Eingabe von dt in
Sekunden bzw. Eingabe
des jeweiligen
Proportionalitatsfaktors
"zurlick’ — zurtick zu den Einstellungen

4.2.8. Energie-Check
"W-Check ist an’ / 'W-Check ist aus’ — die Uberpriifung der Energieabweichung
wird benutzt / wird nicht benutzt
'W-Grenze (%)’ — Angabe der Abweichung, bei der die Simulation stoppt
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"W (act)-Check ist an’ / 'W(act)-Check ist aus’ — die Uberpriifung der Abweichung
der "aktiven Energie’ wird benutzt
/ wird nicht benutzt

"W (act)-Grenze(%)’ — Angabe der Abweichung, bei der die Simulation stoppt

"zurlick’ — zurtick zu den Einstellungen

4.2.9. LOG-Datei
'LOG an’/'LOG aus’ — Logdatei wird benutzt / wird nicht benutzt
'LOG allistan’ /'LOG all ist aus’ - jeden berechneten Datensatz speichern /
'LOGs pro Sekunde’ beachten
'LOGs pro Sekunde’ - Anzahl der Datensatze, die pro (Scenario — interne)
Sekunde gespeichert werden

'LOG-Style: complete’ / 'LOG-Style: easy’ — Datenséatze werden mit maximaler
Genauigkeit gespeichert /
Datensatze werden mit geringerer
Genauigkeit gespeichert

'LOG-Datei-Name’ — Name der Logdatei

"zurlick’ — zurtick zu den Einstellungen

4.2.10. Sonstiges
'movestep[m] — GroR3e eines Bewegungsschritts in Metern
‘turnstep[rad]’ — GroR3e einer Drehung im Bogenmaf3
‘angle[rad]’ — Offnungswinkel der virtuellen Kamera (im BogenmaR)
"zurlick’ — zurtick zu den Einstellungen

5.Tastaturbefehle
Wahrend der Simulation eines Systems gibt es eine Reihe mdglicher Tastaturbefehle. Diese sind
im Folgenden aufgelistet.

5.2.ORBITER 2D
'Esc' - Menl
'c' - clear screen
's' - start/stop
r' - restart
'0' - Objekt zentrieren [z.B.: '1' fur Objekt1]
'v' - Informationen Uber Objekt [z.B.: '1' fir Objekt1]
'p' - Informationsleiste an/aus
'b" - Bildschirminhalt in bmp-Datei speichern

' - verkleinern
'+' - vergrofRern
'z' - Zoom

'I' - 'orbiter.log' an/aus

't' - 'time-check’ an/aus; 'time-check'-Zeit (gibt an, bei welcher Zeit die Simulation
stoppt)

'e' - energy-options (gibt an, bei welchen Abweichungen das Programm stoppt)

'a’ - Drehwinkel verandern

'm' - Bewegungsschrittweite verandern

'8' - hoch
'2' - runter
‘4" - links
'6' - rechts

'1" - linksrum drehen

‘3" - rechtsrum drehen

'POS1' - ursprungliche Position

'END' - Drehungen riickgangig machen

5.3.0ORBITER 3D
‘Esc' - Men
'c' - clear screen
's' - start/stop
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'r' - restart

'0' - Objekt zentrieren [z.B.: '1' fiir Objektl]

'v' - Informationen Gber Objekt [z.B.: '1' fir Objekt1]

'p' - Informationsleiste an/aus

'b" - Bildschirminhalt in bmp-Datei speichern

"' - verkleinern

'+' - vergroRern

'z' - Zoom / Blickwinkel verandern

'I' - 'orbiter.log' an/aus

't' - 'time-check’ an/aus; 'time-check'-Zeit (gibt an, bei welcher Zeit die Simulation
stoppt)

‘e' - energy-options (gibt an, bei welchen Abweichungen das Programm stoppt)

'a’' - Drehwinkel verandern

'm' - Bewegungsschrittweite verandern

'Pfeiltaste vor' - vor

'Pfeiltaste zurlick' - zurlick

'Pfeiltaste links' - links

'Pfeiltaste rechts' - rechts

‘Bild hoch' - hoch

‘Bild runter' - runter

'8' - nach unten neigen (um z-Achse)

'2' - nach oben neigen (um z-Achse)

‘4" - nach links drehen (um y-Achse)

'6' - nach rechts drehen (um y-Achse)

"1" - linksrum drehen (um z-Achse)

‘3" - rechtsrum drehen (um z-Achse)

'POS1' - ursprungliche Position

'END' - Drehungen riickgangig machen

Logdatei
ORBITER besitzt die Maglichkeit, eine Logdatei zu erstellen, mit der die Simulation
protokolliert werden kann. Im Folgenden wird nun kurz auf den Aufbau dieser Datei

eingegangen.

6.1.ORBITER 2D

6.1.1. Header

Die Logdatei besitzt einen Header, in dem einige simulationsspezifische Daten
gespeichert werden. Sein Anfang wird durch <header> und sein Ende durch </header>
gekennzeichnet.

Der erste Eintrag innerhalb des Headers besteht aus dem Datum und der Uhrzeit des
Programmstarts. Darauf folgen Datenpakete von je drei Zeilen. Sie geben den Namen
eines Objekts, seine Masse (in kg)und seinen Radius (in m) an (wobei dieser jedoch bei
der bisherigen Version von ORBITER stets O ist).

6.1.2. Datensatze

Der Hauptteil der Logdatei besteht aus einer Reihe von einzeiligen, 7-elementigen
Datensatzen, wobei die einzelnen Elemente durch drei aufeinanderfolgende Unterstriche
getrennt sind:

Element 1: Nummer des Rechenzyklus

Element 2: simulationsinterne Zeit

Element 3: Name des Objekts

Element 4: x-Koordinate des Objekts

Element 5: y-Koordinate des Objekts

Element 6: x-Komponente der Geschwindigkeit des Objekts

Element 7: y-Komponente der Geschwindigkeit des Objekts

6.2. ORBITER 3D

6.2.1. Header
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Die Logdatei besitzt einen Header, in dem einige simulationsspezifische Daten
gespeichert werden. Sein Anfang wird durch <header> und sein Ende durch </header>
gekennzeichnet.

Der erste Eintrag innerhalb des Headers besteht aus dem Datum und der Uhrzeit des
Programmstarts. Darauf folgen Datenpakete von je drei Zeilen. Sie geben den Namen
eines Objekts, seine Masse (in kg)und seinen Radius (in m) an (wobei dieser jedoch bei
der bisherigen Version von ORBITER stets O ist).

6.2.2. Datensatze
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Der Hauptteil der Logdatei besteht aus einer Reihe von einzeiligen, 9-elementigen
Datensétzen, wobei die einzelnen Elemente durch drei aufeinanderfolgende Unterstriche
getrennt sind:

Element 1: Nummer des Rechenzyklus

Element 2: simulationsinterne Zeit

Element 3: Name des Objekts

Element 4: x-Koordinate des Objekts

Element 5: y-Koordinate des Objekts

Element 6: z-Koordinate des Objekts

Element 7: x-Komponente der Geschwindigkeit des Objekts

Element 8: y-Komponente der Geschwindigkeit des Objekts

Element 9: z-Komponente der Geschwindigkeit des Objekts



